Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa i Statystyki



Zad. 1

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz niech
A, B, A, Ay, ..., A, € F. Pokazaé ze:

Podpunkt 1

Prawdopodobienistwo zdarzenia niemozliwego jest rowne zero
P®)=0

Wezmy przykladowa przestrzen () zawierajaca wszystkie mozliwe zdarzenia, ktore zachodza
i wezmy przeciwstawne puste zdarzenie ) , ktore nigdy nie zachodzi.

Dowod:

P(QUO) = P(Q) + P(0)
Poniewaz Q 1 () sa wzajemnie sie wykluczajace zatem:
P®)=0

Podpunkt 2
Skoniczona addytywnosé. Jezeli A;, As,. .., A, wykluczaja si¢ parami (tj, 4, N A; = 0 dla
i # ), to
i=1 i=1
D P(A) = P(A) + P(A3) + ...+ P(A,)
i=1

Poniewaz sa one parami rozlaczne
P(A;NAj) =0,i#

Podpunkt 3

P(A)) = 1 — P(A)

Wezmy zdarzenia A i A’ takie, ze P(AU A’) = Q i sa one rozlaczne.

Stad wiemy, ze:



P(A)+ P(A)=PAUA)=P(Q)=1
Stad:
P(A")=1- P(A)
Podpunkt 4

Jesli A C B, to
P(B\ A) < P(B)— P(A)

Jesi ACBto B=AU(B\A)iAN(B\A)=10
Stad:

P(B) = P(A) + P(B\ A)

P(B\A)>0
Stad mamy, ze:
P(B) > P(A)
Podpunkt 5
P(A) <1

Zalozmy, ze () jest przestrzenia zawierajaca wszystkie zdarzenia A, wtedy:

Podpunkt 6

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)

Wynika z ponizszego diagramu.

A B

Zad. 2



Q ={(0,0,0),(0,0,7),(0,1,0), (0,7,7),(r,0,0), (1,0,7), (1,7,0), (1,7,7) }

Prawdopodobienistwo wylosowania trzech reszek pod rzad:

1
P(A) =-
(4) = 3
Prawdopodobienstwo wylosowania nieparzystej ilosci reszek:
4
P(B)=-
(B) = 2

Prawdoposobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem zdarzenia B

_PAnB)  P{(r,r,r)}{(o,0,7),(0,7,0),(r,0,0),(r,r,1)})
PR = =5 = Por.@no) oot
s 18 1
178 4 4
Zad. 3
C - Chtlopiec

D - Dziewczynka
0= {(07 D)> (Cv C)? (Dv D)? (D7C))}

a) starsze dziecko jest chlopcem.
A={(C,C)} - rodzina z dwoma chlopcami.
B = {(D,C), (C,C)} - starsze dziecko jest chlopcem.
ANB=A{(C,C)}

P(B) =3
P(ANB) =1
P(AnB) 1 1
PAIB)= ————~ =4 =
P(B) s 2
b) jest co najmniej jeden chtopiec.
A = {(C,C)} - rodzina z dwoma chtopcami.
B = {(C,D), (C,C), (D,C)} - co najmniej jeden chlopiec.
ANB=1{(C.C)}
P(B) =}
P(ANB) =1
_P(AnB) ; 1
PAIB) = =5 =173



Zad. 4

Firma produkuje 98% wyrobéw odpowiadajgcych normie. Wsrod wyrobow spelniajacych
norme jest 75% wyrobow pierwszego gatunku. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wy-
brany wyrob jest pierwszego gatunku.

B - przeszedl norme 98%
A - zostal wybrany 1 gatunek

P(A) =7

P(A|B)=0,75

_ P(ANnB)

Stad

B P(ANB)

0,75 = —0,98

P(A)=P(ANB)=0,75%0,98 = 0,735

Zad. 5

Razem mamy 30 kul - 10 bialych, 20 czarnych. Prawdopodobienstwo wylosowania 3 kul
bialych wynosi: /begincenter (10 9 8)/(30 * 29 x 28) = (6/203) /endcenter Zad. 6

Pierwsza urna zawiera 4 biale i jedna czarnag kule, druga - 2 biate i 3 czarne. Losujemy
urne tak, by szansa wybrania pierwszej urny byla dwukrotnie mniejsza niz drugiej. Nastepnie
z wybranej urny losujemy kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

Rozwiazanie:
P(H;) — prawdopodobienstwo wyboru pierwszej urny

P(Hy) — prawdopodobienstwo wyboru drugiej urny

7 tresci zadania wiemy, ze:

wiadomo réwniez, ze:

Rozwiazujac uklad réwnan otrzymujemy:



Podstawiajac do wzoru na prawdopodobienistwo catkowite otrzymujemy:
P(A) = P(A|Hy) x P(Hy) + P(A|Hy) * P(Hy) = =% =+ — % - = —
gdzie:
P(A|H,) — prawdopodobienstwo wylosowania bialej kuli z pierwszej urny

P(A|Hy) — prawdopodobienstwo wylosowania bialej kuli z drugiej urny

Zadanie mozna tez rozwiaza¢ przy pomocy drzewka. W takim przypadku mnozymy praw-
dopodobienstwo wyboru urny przez prawdopodobienistwo wyboru biatej kuli z tej urny. Robimy
tak z obiema urnami i wyniki iloczynéw sumujemy.

Zad. 7

Mamy w urnie b kul biatych i ¢ czarnych. Wyciagamy jedna kule i natychmiast ja wyrzu-
camy, nie sprawdzajac koloru. Jaka jest szansa wyciggniecia za drugim razem kuli biatej.

Aj - za pierwszym razem wypadla kula biata
Aj - za pierwszym razem wypadla kula czarna
B - za drugim razem wypadta kula biata

Zatem P(B) = P(B|A,)*P(A;) + P(B|As)*P(As)

b b—1 c b b
— = Zad. 8
b+c*b+c—1+b+c*b+c—1 b+c a

Po podstawieniu wartosci: P(B)

Doswiadczenie: Mamy w urnie b kul bialych i ¢ czarnych. Wyciagamy jedna kule i na-
tychmiast ja wyrzucamy, nie sprawdzajac koloru. Nastepnie losujemy kolejna kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo ze biala jest kula z pierwszego losowania, gdy biala jest kula z drugiego
losowania.

H1 - za pierwszym razem losujemy czarna kule

c
P(H1) =
(H1) b+c
H2 - za pierwszym razem losujemy biala kule
b
P(H2) =
(H2) b+c
A - za drugim razem losujemy kule biala
c b b b—1

P(A)

= * + *
b+c¢c b4+c—1 b4+c b+c—1
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P(H2|A) - prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej w pierwszym losowaniu pod warunkiem
ze w drugim zostala wylosowana kula biala. Z tw Bayesa mamy:
P(A|H2)P(H?2)

P(A)

P(H2|A) =

a prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej w drugim losowaniu pod warunkiem ze w pierw-
szym wylosowalismy biala to

b—1
P(AlH2) = ——
(A1H2) b+c—1
czyli - .

c b b b—1
b+c * b4c—1 + b+c * b+c—1

po skroceniu otrzymujemy koncowy wynik:

v —b

PU2A) = 55—

Zad. 10

Liczymy prawdopodobienstwo wystapienia defektu w inspekcji:

2.5 8,3 1
PD) = G *15 1% =1

Liczymy prawdopodobienstwo, ze modul przeszedl proces inspekcji:

P(D/I)+P(I Skl
P(I/D): (Ié(}))(): 100 *10 :1i00
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