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Capitulo 1

Conjuntos y funciones

1.1. Conjuntos

1.1.1. Definiciéon intuitiva de conjunto

Un conjunto es una colecciéon o agrupacién de objetos o elementos que comparten una
caracteristica comun. Estos objetos pueden ser ntimeros, letras, personas, animales, o
cualquier otra cosa que deseemos considerar juntos. En otras palabras, un conjunto es
como una “caja” que contiene elementos relacionados.

Ejemplos de conjuntos

» Conjunto de nimeros naturales (N):

El conjunto de todos los nimeros naturales es un ejemplo fundamental. Se denota
como N y contiene los nimeros {1,2,3,4,5,...}.

Conjunto de vocales: {a, e, i,0,u}.

Conjunto de dias de la semana:

{lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}

Conjunto de ntimeros pares: {2,4,6,8,10,...}

Conjunto de colores primarios: {rojo, azul, amarillo}.

En un conjunto, los elementos no se repiten, y el orden no importa. Notar que los elementos
de un conjunto se escriben entre llaves {}.

Notacion

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras maytsculas (A, B, C,...), y para
especificar elementos se usaran letras mintsculas (a, b, ¢, . . .), a menos que dichos elementos
sean, a su vez, conjuntos.

Conjuntos numéricos

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numéricos son las siguientes:



: conjunto de niimeros naturales;
: conjunto de nimeros enteros;
: conjunto de niimeros racionales;

: conjunto de niimeros reales;

Q ® © N Z

: conjunto de nimeros complejos;

Conjuntos especiales

= El conjunto universal, denotado como U, es el que contiene todos los elementos
posibles que estamos considerando en un contexto particular. Es el conjunto mas
grande en ese contexto y actiia como un marco de referencia para otros conjuntos
mas pequenos.

Por ejemplo, si estamos trabajando con nimeros naturales, el conjunto universal
seria N, que incluye todos los niimeros positivos enteros: {1,2,3,4,...}.

» El conjunto vacio, denotado como (), es aquel que no contiene ningin elemento.
El conjunto vacio es tnico, es decir todos los conjuntos vacios son iguales.

Por ejemplo, el conjunto vacio puede representar el conjunto de niimeros reales que
son mayores que 10 y menores que 5. Dado que no hay niimeros que cumplan esta
condicion, el conjunto resultante es vacio: 0.

» Un conjunto unitario estd formado por un tnico elemento. Ejemplo A = {a}.

1.1.2. Relaciones de pertenencia e inclusién
Pertenencia
Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto seré utilizado el simbolo €.

La proposicién a € A se lee “a pertenece a A”, o bien “el elemento a pertenece al conjunto
A”. Su negacion es a € A, que se lee “a no pertenece a A”

Notacién por extension

En la notacion por extension, enumeramos todos los elementos de un conjunto de manera
explicita, es decir, listamos cada elemento individualmente. Algunos ejemplos:

1. Conjunto de nimeros pares menores que 10: £ = {2,4,6,8}
2. Conjunto de vocales: V = {a, e, i,0,u}

3. Conjunto de meses del ano: M = {enero, febrero, . . ., diciembre}

Notacién por comprension

En la notacién por comprension, describimos las propiedades o caracteristicas que deben
cumplir los elementos del conjunto, luego, utilizamos una condicién légica para definir el
conjunto.



En general su estructura tiene la forma:
A={xeU|P(x)}

es decir, el conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P(x), o mas brevemente, si U
esta sobreentendido:
A={z|P(x)}

se lee: “A es el conjunto formado por los elementos x, tales que P(x)”, en donde P(z) es
un funcién proposicional.

Un objeto a del universal pertenece al conjunto A, si y sélo si verifica la propiedad P(z),
es decir:

a€A < P(a)

en consecuencia:
a g A < —P(a)

Ejemplo 1.1
1. Conjunto de nimeros pares: P = {x € N |z =2k Ak € N}

“Son todos los nimeros naturales x tal que cada x es igual al doble de un niimero
natural k7.

2. Conjunto de niimeros primos menores que 20:
N = {x € N | (z es un ntimero primo) A (z < 20)}

“Son todos los niimeros naturales que son a la vez primos y menores que 20”
3. Conjunto de letras del alfabeto: L = {x | x es una letra del alfabeto}

“El conjunto de elementos z tal que x es una letra del alfabeto”
4. El conjunto vacio puede definirse simbdlicamente como: §) = {x | x # x}

“Los elementos z tal que cada z es distinto de si mismo” (no existen tales ele-
mentos).

En este caso la propiedad relativa a = es P(x) : x # x, la cual resulta falsa
cualquiera sea x.

5. Si A es un conjunto unitario cuyo tnico elemento es a, escribiremos:

A={a}={z|z=a}

Inclusion



Definicion 1.1. Inclusién

Sean A y B dos conjuntos, si ocurre que todo elemento de A pertenece a B, diremos
que A esta incluido en B, o que A es parte de B, o que A es un subconjunto de B.

Notacion:
ACB

Formalmente:
ACB < Vz:2€ A = z€B

Esta definicién tiene el siguiente significado: si sabemos que A C B, entonces la pro-
posiciéon Vo : © € A = x € B es verdadera; reciprocamente, si esta proposicion es
verdadera, entonces se verifica que A C B.

= Ejemplos:
1. Consideremos los conjuntos: A = {1,2} y B = {1,2,3}.

En este caso, A C B, ya que todos los elementos de A (1 y 2) también perte-
necen a B.

2. Consideremos los conjuntos:
e C ={z |z es un nimero par}
e D = {x |z es un nimero entero}
Aqui, C' C D, ya que todo niimero par es también entero.
» Propiedades de la inclusion

1) Reflexibidad: Todo conjunto es parte de si mismo.

ACA

11) Transitividad: Si un conjunto es parte de otro y este es parte de un tercero,
el primero esta incluido en el tercero:

ACByBcCc(C = AcC

111) Antisimetria: Si un conjunto es parte de otro y éste es parte del primero,
entonces son iguales.

ACByBCA = A=B8B

» Observaciones:

1. En repetidas ocasiones se necesitara demostrar que un conjunto es parte de otro;
entonces, de acuerdo con la definicion, serd suficiente demostrar que cualquier
elemento del primero pertenece al segundo, es decir, en la inclusion no puede
darse que haya un elemento de A que no pertenezca a B.

ACB — z¢€¢ A — z€B



2. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

DcA

Diagrama de Venn

Existe una representacion visual de los conjuntos dados por diagramas llamados de Venn.
En este sentido, el conjunto universal suele representarse por un rectangulo y los conjuntos
por recintos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es decir, A C U.
A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama de la fig. 1.1.

( 7

Figura 1.1. Diagrama de Venn

1.1.3. Operaciones con conjuntos
Unién U
Definicién 1.2. Unién

La unién de dos conjuntos A y B consiste en todos los elementos que pertenecen a A,
a B, o a ambos conjuntos.

Notacién: AU B

Formalmente:

AUB={z|z€Aox € B}

= Diagrama de Venn

AUB

» Ejemplo: Si A ={1,2,3} y B={3,4,5}, entonces AU B ={1,2,3,4,5}.
» Propiedades:



1) Idempotencia': AUA = A
11) Asociatividad: (AU B)UC = AU (BUC(C)
111) Conmutatividad: AUB =BUA

Interseccién N

Definicion 1.3. Interseccién

La interseccion de dos conjuntos A y B contiene los elementos que pertenecen tanto a
A como a B.

Notacién: AN B
Formalmente:

ANB={zx|ze€Ayx € B}

= Diagrama de Venn

ANB

» Ejemplo: Si A ={1,2,3} y B ={3,4,5}, entonces AN B = {3}.
» Propiedades:
1) Idempotencia: ANA=A
11) Asociatividad: (AN B)NC =AN(BNQC)
111) Conmutatividad: ANB=BNA

Complemento (A)

Definicion 1.4. Complemento

El complemento de un conjunto A con respecto a un conjunto universal U contiene
todos los elementos que no estan en A. Notacion: Ao A o A’

Formalmente:

A={zr|zeUyx¢gA}

1La idempotencia se define en la pag. 76, definicién 3.4.



= Diagrama de Venn

AC

AC

= Ejemplo: Si U es el conjunto de niimeros naturales y A el conjunto de ntiimeros
pares, A = {2,4,6,...}, entonces A° es el conjunto de nimeros impares, A° =
{1,3,5,7,...}.

» Propiedades:
1. Involucién (A€)¢ = A.
De donde: Si A® = B entonces B = A
2. ACB = B°C A°
3. El complemento del vacio es el universal: ¢ = U

4. El complemento del universal es el vacio: U¢ = ()

Diferencia (—, )

Definicion 1.5. Diferencia

La diferencia entre dos conjuntos A y B contiene los elementos que estdn en A pero
no en B.

Notacion: A— B o A\ B
Formalmente:

A\B={z|ze€Ayx ¢ B}

= Diagrama de Venn

A\ B

» Ejemplo: Si A ={1,2,3} y B={3,4,5}, entonces A — B = {1, 2}.

9



= Propiedades:
1) La diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccién del primero con el
complemento del segundo: A\ B = AN B°

Diferencia simétrica A

Definicion 1.6. Diferencia simétrica

La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B, es el conjunto que contiene los ele-
mentos que pertenecen a A o a B, pero no a ambos.

Notacién: AAB
Formalmente:

AAB = (A\ B)U (B\ A)

La diferencia simétrica es el conjunto de elementos que estdn en uno de los conjuntos,
pero no en ambos. Es como si “excluyéramos” la interseccion de los dos conjuntos, por
lo tanto también podemos escribir:

AAB = (AUB)\ (AN B)

= Diagrama de Venn

AAB

= Ejemplos:

1. Consideremos los conjuntos: A = {1,2,3,4} y B = {3,4,5,6}. Entonces, la
diferencia simétrica es:

AAB ={1,2,5,6}
Los elementos 1 y 2 estdn solo en A, 5 y 6 estdn solo en B, y los elementos 3
y 4 se excluyen porque estan en ambos conjuntos.
2. Consideremos los conjuntos:
e C = {2 |z es un nimero par}

e« D ={x |z es un nimero primo}

10



La diferencia simétrica es:
CAD = {x |z es par y noes 2, o x es primo y no es 2}

El niimero 2 se excluye porque es el tnico par que también es primo.
= Propiedades:
1) Conmutatividad: AAB = BAA
11) Asociatividad: (AAB)AC = AA(BAC)
111) Existencia del neutro: AA) =0AA=A
)

1v) Existencia de inversas: AAA = ()

Conjunto potencia o conjunto de partes P(A)

Definicién 1.7. Conjunto potencia

Dado un conjunto A, el conjunto potencia o conjunto de partes de A, denotado por
P(A) 0 24, es el conjunto de todos los subconjuntos de A.

Formalmente:

P(A) = {B| B C A}

Es decir, el conjunto potencia de un conjunto A es una colecciéon que contiene a todos
los posibles subconjuntos de A, incluyendo el conjunto vacio () y el propio conjunto
A.
= Ejemplos:
1. Consideremos el conjunto: A = {1,2}

Entonces, el conjunto potencia es:

P(A) = {0, {1}, {2}.{1,2}}
Observe que hay 22 = 4 elementos en el conjunto potencia, ya que cada ele-
mento de A tiene dos opciones: estar o no estar en un subconjunto particular.

2. Consideremos el conjunto: B = {a,b,c}

El conjunto potencia es:

P(B) = {0, {a}, {b},{c}, {a,b},{a, ¢}, {b, c}, {a, b, c}}

En este caso, hay 2% = 8 elementos en el conjunto potencia.

En general, si un conjunto A tiene n elementos, entonces su conjunto potencia P(A)
tiene 2" elementos.

11



Producto cartesiano

Definicion 1.8. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, es el conjunto de todos los pares
ordenados (a,b) donde el primer elemento a pertenece al conjunto A y el segundo
elemento b pertenece al conjunto B.

Notaciéon: A x B
Formalmente:

Ax B={(a,b)|ac Ay be B}

Esto es, el producto cartesiano combina cada elemento de un conjunto con cada ele-
mento del otro conjunto, formando pares ordenados donde el orden de los elementos
es importante.

= Ejemplos:

1. Consideremos los conjuntos: A = {1,2} y B = {z,y}, entonces, el producto
cartesiano es:

AX B = {<17I)7 (Ly)v (2,1‘), (27y>}

2. Consideremos los conjuntos: C' = {a,b} y D = {1, 2,3}, el producto cartesiano

| Cx D= {(a,1),(a,2), (a,3), (b, 1), (b,2), (b,3)}

= Observaciones:
1. El producto cartesiano no es conmutativo, es decir, en general, A x B # B x A.

2. Si A tiene m elementos y B tiene n elementos, entonces A x B tiene m - n
elementos.

3. El producto cartesiano se puede extender a mas de dos conjuntos. Por ejemplo,
el producto cartesiano de tres conjuntos A, By C es:

Ax BxC={(a,b,c)|ac Abe B,ce C}

4. Si los elementos son del mismo conjunto A:

AxAx A= A%={(a,b,c)|a,b,cec A}

= Propiedades:

1) El producto cartesiano es distributivo respecto de la unién:

(AUB)xC=(AxC)U(Bx ()

12



1.1.4. Algebra de conjuntos
Propiedades fundamentales
= Idempotencia:
e« AUA=A
e« ANA=A
» Conmutatividad:
« AUB=BUA
« ANB=BNA
Asociatividad:
e« (AUB)UC =AU (BUCQC)
e« (ANB)NC=AN(BNC)
Distributividad:
« AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
e« AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Leyes de De Morgan:

1) El complemento de la unién de dos conjuntos es igual a la interseccién de los
complementos de dichos conjuntos.

(AUB) = A°N B¢

2) El complemento de la interseccién de dos conjuntos es igual a la unién de los
complementos de dichos conjuntos.

(ANB)° = A°U B

» Elemento neutro’:

e De la unién es el conjunto vacio: AU = A

o De la interseccién es el universal: ANU = A

o De la diferencia simétrica es el conjunto vacio: AAD =0AA=A
» Existencia de inversas®:

o Para la diferencia simétrica, A es su propia inversa: AAA = ()
= Otras propiedades:

e« AUA“=U

« ANA“=

2El concepto de elemento neutro se presenta en detalle en la seccién 3.1.1, pag. 74
3. .
ibid.
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Operaciones generalizadas
= Unién generalizada

Dada una colecciéon finita de conjuntos {Aj, Ay, ..., A,} la unién generalizada de
estos conjuntos se denota por:

AlUAU---UA, = A
=1

Se define como el conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen a al
menos uno de los conjuntos A;.

Formalmente:

Si definimos el conjunto de indices I,, = {1,2,...,n} (conjunto de los n primeros
nimeros naturales):

JA ={z|z€A paraalginic [,}
i=1

Si el conjunto I, se identifica con N (conjunto de niimeros naturales):

U Ai = {z | 2 € A, para algtn i € N}
i=1
= Interseccién generalizada

Dada una coleccion finita de conjuntos {A;, Ao, ..., A, } la interseccién generalizada
de estos conjuntos se denota por:

141 F1142 n--- r114n = r} f4i
1=1

Se define como el conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen a todos
los conjuntos A;.

Formalmente:

A ={z|z€A Viel}
i=1

Si el conjunto I, se identifica con N:

[ﬁ] 14i = {J? |1E € /4i Vi € Fg}

=1

= Leyes de De Morgan generalizadas

1. El complemento de la unién es igual a la interseccién de los complementos.

(Ua) -na

i€l i€l

14



2. El complemento de la interseccion es igual a la union de los complementos.

(Na) -y

i€l i€l

Ejemplo 1.2. Uniéon e interseccion generalizadas

Consideremos los conjuntos:

w A ={1,2,3}

w Ay =1{2,3,4}

. Ay = {3,4,5)
Entonces:

3
U A =1{1,2,3,4,5}

=1

OIAi = {3}

Uniones disjuntas

Definicién 1.9. Uniones disjuntas

Se dice que una colecciéon de conjuntos tiene uniones disjuntas si los conjuntos son
mutuamente excluyentes, es decir, si la interseccion de cualquier par de conjuntos de
la coleccién es el conjunto vacio.

Formalmente, una coleccién de conjuntos {A; };e; es una coleccion de uniones disjuntas
si:

ANA; =0 Yi,jelconij

Es decir, los conjuntos en una unién disjunta no comparten ningin elemento®.
Notacion:

Para dos conjuntos disjuntos A y B, es usual escribir:
A+ B

en lugar de AU B para el caso AN B = ().

%La nocién de uniones disjuntas se puede generalizar a un nimero infinito de conjuntos.

Algunas aplicaciones:

1. Particién de un conjunto*: Una particién de un conjunto A es una coleccién de
subconjuntos no vacios de A que son disjuntos dos a dos y cuya unién es igual a

4Las particiones se estudian en la seccién 1.2.2, pag. 18
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A. Las particiones son fttiles en diversas areas, como la teoria de probabilidades y
estadistica.

2. Clasificacion: En muchas situaciones, es necesario clasificar objetos en diferentes
categorias. Estas pueden ser representadas como conjuntos disjuntos, donde cada
objeto pertenece a una y solo una categoria. Por ejemplo, en biologia, los organismos
se clasifican en diferentes especies, que son conjuntos disjuntos.

Ejemplo 1.3. Uniones disjuntas
Consideremos los siguientes conjuntos: A; = {1,2,3}, Ay = {4,5}, A3 = {6}

La coleccién {Aj, As, A3} es una coleccién de uniones disjuntas, ya que:

lAlmAQZ(D
lAlmA:),:@
IA20A3:®

1.2. Relaciones y particiones

Una relacion es un vinculo o una correspondencia. Se trata de la correspondencia que
existe entre dos conjuntos: a cada elemento del primer conjunto le corresponde al menos
un elemento del segundo conjunto.

Cuando a cada elemento de un conjunto le corresponde solo uno del otro, se habla de
funcion. Esto quiere decir que las funciones siempre son, a su vez, relaciones, pero que las
relaciones no siempre son funciones.

Definicion 1.10. Relaciones

Dados dos conjuntos A y B, una relacién entre ellos es un subconjunto R C A x B,
en el que el par ordenado (a,b) € R con a € Ay b € B, asi decimos que a esta

relacionado con b y se denota:
aRb

1.2.1. Relaciones de equivalencia

Definiciéon 1.11. Relacién de equivalencia

La relacion R C A? es de equivalencia en A si y sélo si es reflexiva, simétrica y
transitiva

Se suele utilizar el simbolo “=” o “~”. La notacién a ~ b o a = b se lee “a es equivalente
ab”.

Conforme a la definicion, las relaciones de equivalencia satisfacen:
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1) Reflexividad: Todo elemento en A es equivalente a si mismo.

VieA:— x=2z

11) Simetria: Si un elemento es equivalente a otro, entonces este es equivalente al
primero.
Ve,ye Aix=y = y==x

111) Transitividad: Si un elemento es equivalente a otro y éste es equivalente a un
tercero, entonces el primero es equivalente al tercero.

Ve,y,2 €A =yhNy=2z —= r==z

Clases de equivalencia y conjunto cociente

Definicion 1.12. Clase de equivalencia

Sea A un conjunto y R una relacién de equivalencia en A. Para cada elemento a € A,
la clase de equivalencia de a, que se denota [a] o a, es el conjunto de todos los
elementos x € A tales que x esta relacionado con a en R.

la) =a ={z € A/xRa}

Ejemplo 1.4. Clases de equivalencia

Sea A = {z1, 29, 23, 24, 25, 26} v la relacién:

R = {(217 Zl)? (Zlv Z3>7 (Zlﬂ 25)7 (227 22)7 ('227 24)7 (237 Zl)v (237 23)7

(237 Z5)> (Z47 22)7 (247 24)7 (Z5> Zl)v ('25’ 23)? (257 25)7 (Z67 26)}

Las clases de equivalencia son:

[21] 2{21, 23,2'5}

[22] ={22, 24}

23] ={z1, 23, 25} = [24]
[24] ={22, 24} = [22]
[25] ={21, 23, 25} = [21]
[26]

26 :{26}

En la fig. se muestra, en un diagrama, las relaciones.
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Definicién 1.13. Conjunto cociente
Sea A un conjunto y R (o ~)una relacién de equivalencia en A. El conjunto cociente

se define por:

AR =2 = {{alfa e 4}

~

Ejemplo 1.5. Conjunto cociente

Del ejemplo 1.4, el conjunto cociente es:

AR = f = {la], [2], [z6]} = {{21, 28, 25}, {22, 24}, {6} }

1.2.2. Particiones

Definicion 1.14. Particién

Dado un conjunto no vacio A, una particion de A es una coleccién finita o infinita
de conjuntos de A que cumplen:

En la fig. 1.2 se muestra en un diagrama, una particiéon de A.

A

A;NA; =0, siempre que i # j
A1UA2UUA5:A

Figura 1.2

Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia

Toda relaciéon de equivalencia definida en un conjunto no vacio determina una particién
de éste en clases de equivalencia.
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Teorema 1.1. Fundamental de las relaciones de equivalencia

Si ~ es una relacién de equivalencia definida en el conjunto A # (), entonces existe
un subconjunto I C N, tal que cualquiera sea i € I, existe A; C A, de modo que se
verifican las siguientes proposiciones:

)iel = A #0;
1) a~b <= ay b pertenecen al mismo A;;
m) AiNA; 40 = A, =Aj;

YiAj] = AinNA;=0;

V) Vae A,Jie€l/ac A

v

Las clases de equivalencia conforman una particién del conjunto A.

Ejemplo 1.6. Particiones

Del ejemplo 1.4:

A
AR = {[=1], [#2], 23]}
[21] N [22] = 0, [z1] N [26] = 0,
[20] N [26) = 0
[21] U [22] U [26] = A

1.3. Funciones

Esta seccion estd basada en [1] cap. 4.

1.3.1. Relaciones funcionales

Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y codominio respectivamen-
te.

Una funcién de A en B es toda regla que hace corresponder a cada elemento de A un
unico elemento de B.

Para denotar que f (o g, h, etc.) es una funcién de A en B, se escribe:
f:A—B

se lee: f es una funcién o aplicacion de A en B, o bien f es una funcion con dominio A
y codominio B.
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Ejemplo 1.7. Funcion
En particular, si A = {—1,0,1,2}, B={0,1,2,3,4} y f es la relacién

(r,y) € f —= y=2a°

se tiene (cada 2da. componente es el cuadrado de la 1ra.):

[ = {(_17 1)’ (070)7 (17 1)a (2’4)}

El diagrama de Venn correspondiente es:

TS N
>

Dominio Codominio

Definicion 1.15. Funcién

f es una funcién o aplicacion de A en B si y sélo si f es una relacion entre A y B, tal
que todo elemento de A tiene un tnico correspondiente en B.

o bien:

Definicién 1.16 (Funcién). f es una funcién o aplicacion de A en B siy s6lo si f es un
subconjunto de A x B que satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad:

1. YVae A, 3be B/(a,b) € f
2. (a,b) e fA(a,0)ef = b=c
Observaciones:

» Si (a,b) € f decimos que b es el correspondiente o imagen de a, por f, y suele
escribirse b = f(a), es decir, b es el transformado de a por la funcién f.

= Si f es como arriba, una aplicacién o un mapeo de A a B a menudo se escribe
x +— f(x) para denotar la imagen de z por f. Por ejemplo: Si A = Ry B = R*,
sea f: R — RT la aplicacién f(x) = 22, es decir, el mapeo cuyo valor en z es x°.
Podemos también decir: f es la aplicacién tal que x — 22 (z se mapea a 2% o x se
transforma en 22 o z se aplica a x?). En este caso la imagen de f es el conjunto de

nimeros reales no negativos.

= Una funcién queda especificada si se da el dominio A, el codominio B, y ademas la
relacién f C A x B, que satisface las condiciones 1 y 2 de la definicion.
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= Por ser un conjunto, f puede estar dado por extension, es decir, como conjunto de
pares ordenados, o bien por comprension, mediante una férmula o ley de correspon-
dencia que permita asignar a cada objeto del dominio su imagen en el codominio.

Ejemplo 1.8. Funciones

Determinamos si las siguientes relaciones son funciones.
1. Sean A ={a,b,c,d}, B={1,2,3} y la relacién:
[ = {(a> 1)7 (bv 2)7 (C, 3)7 (d7 1)}

Se cumplen las condiciones de la definicion, y resulta f una funcién tal que:

2. Con los mismos A y B la relaciéon

{(a,1),(a,2),(b,2), (¢, 1)}
No es una funcion.
» No todo elemento en A (d) tiene imagen en B;
» Un mismo elemento en A (a) tiene dos imagenes en B (1 y 2).

El diagrama de la relacién es:

A B

3. Si A es el conjunto de las personas y f es la relacion en A definida por:
(x,y) € f < =z eshijodey

entonces f es una funciéon de A en A, ya que toda persona tiene padre y este es
unico.
En cambio la relacion definida en el mismo A mediante:

(r,y) € f <= x espadre dey

no es una funcién de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir,
elementos del dominio que carecen de imagen en el codominio, por otra parte, tampoco
se verifica la unicidad pues existen personas que son padres de mas de un hijo.

Nota: Si una relacion es funcion, la relacion inversa no lo es necesariamente
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1.3.2. Representacion cartesiana de funciones

Las funciones pueden representarse mediante un sistema de coordenadas cartesianas en el
plano o en el espacio, segtin el dominio sea unidimensional o bidimensional respectivamen-
te. En el caso del plano, el dominio es un subconjunto del eje horizontal, y el codominio,
del eje vertical.

Ejemplo 1.9

Representacion cartesiana de la funcién del ejemplo 1.7.
A={-1,01,2} B={0,1,2,3,4}
fla) =y =2

Sig:R— Ry /g(x) =y = 2% resulta la pardbola de la figura.

PR (2,4)
3| 3
2 | i
(1,1)---2p -~ (L1) |
| | Az
2 -1 (0jo) 1 2

Ejemplo 1.10

Sea f : Z — 7 tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1, es
decir: f(x) = —z + 1.

Z7f7R7g

Sig:R — R estal que g(z) = —x + 1. Su representacion es un conjunto continuo de
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(z,y) | flx,y) =2 +y
(1,1) 2
(1,2) 3
(2,1) 3
(2,2) 4

fl1 o2

112 3

213 4

R?, consistente en una recta del plano.

Notar que f # g aunque f C g.
Ejemplo 1.11. Consideremos A = {1,2}, B ={1,2,3,4} y la funcién:
f:A*> =B
que asigna a cada elemento del dominio A?, la suma de sus componentes, es decir:
flzy)=z+y

1. Representacion en una tabla de simple entrada. El elemento 1 de B carece de ante-
cedente o preimagen’® en A.

2. Representacion en una tabla de doble entrada.

3. El diagrama de Venn es:

o

Dominio Codominio

4. Representacion cartesiana en el espacio.

SVer definicién 1.25, pag. 41.
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5. La misma funcién puede representarse de la siguiente manera, desconectando el
dominio del codominio.

1.3.3. Clasificacion de funciones
Sea una funcién f: A — B

= Si ocurre que elementos distintos del dominio tienen iméagenes distintas en el codo-
minio, entonces f se llama funciéon inyectiva o uno a uno.

= Por otra parte, si todo elemento del codominio es imagen de algiin elemento del
dominio, la funcion se llama sobreyectiva.

» Cuando se presentan ambas situaciones simultaneamente, la funcion se llama biyec-
tiva o correspondencia biunivoca.

Funcién inyectiva

Definicién 1.17. Funcidn inyectiva
Una funciéon f : A — B es inyectiva si, y solo si, para cualquier par de elementos

distintos 2’ y 2" en el conjunto A, sus imagenes bajo la funcién f también son distintas.

O, de forma equivalente:
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Una funcién f : A — B es inyectiva si, y solo si, cuando dos elementos cualesquiera
x' 2" € A tienen la misma imagen, f(z') = f(2”) entonces esos dos elementos deben ser
el mismo elemento (2’ = z).

= En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la misma
imagen.

= FEn el diagrama de Venn no puede presentarse ninguna bifurcacion de elementos del
dominio hacia el codominio.

» En la representacion plana cartesiana no puede ocurrir que una ordenada correspon-
da a méas de una abscisa.

) GY G

Si es inyectiva No es inyectiva Si es inyectiva

fiR=R/f(z) =2 FiR =S RE/ f(z) = 22

Si es inyectiva No es inyectiva

Funcién sobreyectiva

Definicién 1.18. Funcién sobreyectiva

Una funcion f : A — B es sobreyectiva si, y solo si, para cada elemento y € B, existe
al menos un elemento x € A tal que y = f(z).

» El conjunto de las imagenes (rango o recorrido) se identifica con el codominio de la
funcién. Es decir, no hay elementos del codominio que no sea la imagen de al menos
un elemento del dominio, en otras palabras, el rango y el codominio coinciden.

= El ejemplo 3 corresponde a funciones sobreyectivas.

= Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas como “sobre” o “suryectiva”
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o) JY) %

Si es sobreyectiva Si es sobreyectiva No es sobreyectiva
[ R—>R/f(z) =2 fiR =R/ f(z) = a2
Si es sobreyectiva Si es sobreyectiva

Funcién biyectiva

Definicion 1.19. Funcién biyectiva

f A — B es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

= Las funciones del ejemplo 3 son biyectivas.

Notar que si f : A — B no es biyectiva, entonces no es inyectiva o no es sobreyectiva.

Z0) GY) GF

Si es biyectiva No es biyectiva No es biyectiva
[iR =R/ [f(z) =a° iR =R/ f(x) = o
Si es biyectiva No es biyectiva
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Ejemplo 1.12

Probar la inyectividad de f, siendo f : N — N tal que f(z) = 2z

N
47?777777\7 777777 ‘ 777777 T |
3 Lommne- boooo demome SRRREEE 3
/R EEECEN SRCECEERPEREE s 3
I bomoe dommee- s 3
| | | N
1 > 3 4

» Sean 2’ y 2" en N tales que f(2') = f(2”), entonces 22" = 22", en consecuencia
2’ = 2”. De modo que f es inyectiva uno a uno.

= f no es sobreyectiva, pues los elementos impares del codominio, carecen de an-
tecedente. Resulta que f no es biyectiva.

Si se utiliza el conjunto P de los niimeros naturales pares y f : N — P tal que f(z) =
2z, f resulta biyectiva.

Ejemplo 1.13
Sean A ={1,2,3} y B={1,2}.

Definimos f : P(A) — P(B) mediante f(X) = X N B, es decir, la imagen de todo
subconjunto de A es su interseccién con B.

El diagrama muestra que f es sobreyectiva pero no inyectiva.

Ejemplo 1.14. Funcién biyectiva
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Sea f: R — R definida por f(z) = .

1. f es 1-1. En efecto, sean x1 y 73 en R tales que f(z1) = f(z2), es decir, 23 = 3,

o x3 — x3 = 0, factorizando:

(fEl — .I'Q)(I’% + X129 + mg) =0

T1—2To=0 = 21 =29

de 23 + x179 + 23 = 0 se tiene:

—Ty /23 — 4wy —x9 /323

2 2

Ty = <—; iz‘f) 2 (1.1)

Si 9 = 0 entonces x; = 0 y resulta x; = x5, los cuales son los Unicos valores
reales que satisfacen (1.1), en consecuencia f es inyectiva.

T =

Es decir:

2. f es sobreyectiva, pues

Vy e R, 3 x = ¢y tal que f(z) = f(y/y) = ()’ =y

Ocurre entonces que f es biyectiva.

1.3.4. Funciones especiales
= Funcién constante

La funcion f : A — B, que asigna a todos los elementos del dominio el elemento
b € B, se llama constante.

Esta definida por f(x) = b para todo x € A, se tiene:
f=A{(z,b)/x € A}

A menos que A sea unitario, la funcién constante no es inyectiva, y es sobreyec-
tiva si B se reduce a un unico elemento.

| B

» Funcién identidad

Identidad en A es la aplicacién que asigna a cada elemento de A el mismo elemento.
ia:A— Atal que ig(z) = .
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A veces se utiliza el simbolo 1 4.
Se tiene: iy = {(z,z)/x € A}

Es decir, la identidad en A es la diagonal de A%. Como relacién es reflexiva, simétrica
y transitiva, o sea, de equivalencia en A; ademas es antisimétrica.

La funcién 14 es obviamente biyectiva.

1A

Funcién proyeccion
Consideremos A x B, y las funciones P, : Ax B — A; P, : A x B — B definidas
por Pi(a,b)=a y Py(a,b)=0

Tales funciones se llaman primera y sequnda proyeccion del producto cartesiano, y
asignan a cada par ordenado la primera y la segunda componentes, respectivamente.
En un gréfico cartesiano se tiene:

B,

b= Py(a,b)e---|-----

Funcion canénica

Sea ~ o R una relacion de equivalencia definida en el conjunto no wvacio A. Por
el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, queda determinado el

A
conjunto cociente — = A/R, cuyos elementos son las clases de equivalencia.

~Y

Definicién 1.20. Funcion canénica

Aplicacién candnica es la funcion:
p: A= A/R
que asigna a cada elemento de A, su clase de equivalencia, es decir, tal que

p(r) = K, = [7]
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Dos elementos equivalentes pertenecen a la misma clase y en consecuencia admiten
la misma imagen, es decir, la aplicacién canénica no es inyectiva, salvo en caso
de clases unitarias.

Como cada clase es no vacia, ocurre que siempre es sobreyectiva, es decir:
Viu € A/R,Jz € AJp(x) = [u]
Vale la siguiente proposicion:
a=b <= ¢(a) = ¢(b)

En el caso de congruencia médulo 3, definida en Z es ¢ : Z — Zs tal que p(x) = [ul,
siendo u el resto de la division de x por 3.

Ejemplo 1.15

Sea en R? dos pares ordenados de reales que estdn relacionados si y sélo si tienen la
misma primera componente.

— / / /
R: (a,b) = (d,V) <= a=a
La relaciéon es de equivalencia, y el propdsito es caracterizar la aplicacion canodnica.

Las clases de equivalencia son del tipo: K4 = {(z,y)/x = a} (rectas paralelas al eje
de ordenadas)

Definir el conjunto cociente requiere un conjunto de indices, y al elegir un tnico ele-
mento en cada clase, lo tomamos sobre el eje de abscisas, de modo que:

R*/R = {K0/u € R}

Asf la funcién candnica es ¢ : R* — R?/R tal que ¢(a,b) = K0y sl u=a
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La recta vertical por x = a representa a la clase de equivalencia K, ), de todos los
puntos del plano con la misma primera componente x = a.

1.3.5. Composicion de funciones

Sean f:A—-Byg:B—C

Figura 1.3

El codominio de f es dominio de g, pero es suficiente que el codominio de la primera sea
parte del dominio de la segunda, es decir: B C B’. En la fig. 1.3 se ve graficamente esta
afirmacion.

Definicién 1.21. Composiciéon de funciones

Composicién de las funciones f: A — By g: B — C es la funciéon go f : A — C, tal
que: (go f)(x) = g [f(x)] ¥z € A

Ejemplo 1.16. Composiciéon de funciones discretas

Sean A ={1,2,3}, B=1{a,b,c,d}, C ={5,6} y las funciones f : A—- Byg: B—C
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definidas asi:

' {(17 CL), (2v b)> (37 d)}7 9= {(CL, 5)7 (b7 5)7 (07 5)7 (d7 6)}
Resulta: go f = {(1,5),(2,5),(3,6)}. Ver figura.

-!
7\

Notese que no coexisten go f y f o g ya que, en este caso, el codominio de g es C' y el
dominio de f es A. Ambas composiciones existen si C' C A.

Ejemplo 1.17. Composicion de funciones continuas

Sean:
2x
2

f:R—R tal que f(x)
g:R—>R tal que g(z) ==

L gof:R—>Res: (g0 f)(x) = g [f(2)] = g(22) = (22)? = 4a?
2 fog:R—Res (fog)(a) = flg(a)] = f(a?) = 2a?

Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son
distintas, por diferir en la ley de asignacion.

Definicién 1.22 (Funciones iguales). Dos funciones f: A — By g: A — B son iguales
si y sélo si para todo x de A se verifica f(z) = g(z)

Con relaciéon al ejemplo 1.17 go f # fog.

Asociatividad de la composicion

Sif:A—-B,g:B—Cyh:C— D,entonces: (hog)o f=ho(gof)
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Figura 1.4

En efecto, Vx € A:

{((h og)of)(z) = (hog)(f(x) = h{glf(x)]}
(ho(gof)(z) =h((go f)(x)=h{glf(x)]}

De donde resulta la igualdad buscada. Ver fig. 1.4.
Composicion de funciones inyectivas

Proposicion 1.2

Si f:A— Byg:B — C son inyectivas, entonces go f : A — C es inyectiva.

Prueba 1.2.1
Debemos probar: H) Va', 2" € A con (go f)(2') = (g o f)(z"), entonces T) 2z’ = z”

Por hipotesis y por definicion de composicion:

por ser g inyectiva:
por ser f inyectiva:

La composicion de funciones inyectivas es inyectiva.

Composicién de funciones sobreyectivas

Proposicién 1.3

Sif:A— Byg:B — (C son sobreyectivas, entonces go f : A — C es sobreyectiva.
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Prueba 1.3.1

Hay que probar que Vz € C'3z € A tal que (go f)(x) = z.

Por ser g sobreyectiva: Vz € C, 3y € B/g(y) = 2
Ahora bien, dado que y € B, por ser f sobreyectiva 3z € A/f(z) =y

De aqui se deduce que:

La composicion de funciones sobreyectivas es sobreyectiva.

Se sigue de los casos anteriores que, si f : A — By g : B — C son biyectivas, entonces
go f: A— C es biyectiva.

Ejemplo 1.18

Demostrar que si f : A — By g: B — C son tales que go f : A — (' es inyectiva,
entonces f es inyectiva.
Prueba 1.3.2. Sean 2/, 2" € A tales que f(z') = f(z”), la imagen de este elemento de
B por g, es:

glf (@] = glf(=")]

ya que cada elemento del dominio B tiene imagen tinica en C', por definicién de funcién.
Por definiciéon de composicién

(g0 f)(a) = (g0 f)(z")
y por ser g o f inyectiva, resulta 2’ = x”, en consecuencia f es inyectiva.

Analogamente se demuestra que si la composicion de dos aplicaciones es sobreyectiva,
la segunda es sobreyectiva.

1.3.6. Funciones inversas

Cabe preguntarse si, para la funciéon f : A — B, la relacién inversa es una funcién. En
general la respuesta es negativa, como se ve a través del ejemplo 2, diapositiva 1.9, donde
A={-1,0,1,2}, B=1{0,1,2,3,4} y f(z) = 2?

f = {(_17 ]-)7 (07 0)7 (17 ]-)7 (27 4)}
la inversa de esta relacion es el subconjunto B x A

{(17 _1)7 (07 0)7 (17 1)7 (47 2)}

se ve que esta relacién no es una funciéon de B en A, pues los elementos 2 y 3 del eventual
dominio carecen de imagenes en A y ademéas no se cumple la condicién de unicidad, ya
que 1 tiene dos correspondientes en A.

Sea, en cambio, el siguiente caso A = {1,2,3}, B ={a,b,c}y f(x) ={(1,a),(2,¢),(3,0)}.
La relacion inversa es:
9= {(CL, 1)7 (b7 3)7 (Cv 2)}
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es claramente una funciéon de B en A, llamada funcién inversa de f. La composicién

go f = {(17 1)7 (25 2)7 (37 3)} =14
en donde g es la inversa izquierda de [y

f g = {(ava)v (b7 b)? (Ca C)} =1ip

En este caso g es la inversa derecha de f

La funcién f : A — B admite inversa si y sélo si existe g : B — A tal que go f =iy
y fog=is

Ejemplo 1.19. Funcion inversa
La funciéon f : R — R definida por f(z) = x + 2 admite inversa g : R — R tal que
g(x) = — 2, pues

glf(x)) =gz +2)=x+2—-2=z="ir(x)
(fog)lx) =/flgl)l=flx-2)=2-2+2=1=ir(z)

La representacion cartesiana de dos funciones inversas conduce a graficos simétricos
respecto de la recta a 45°.

Teorema 1.4

Una funciéon admite inversa si y sélo si es biyectiva.

1. Si una funcién admite inversa, entonces es biyectiva.
H) f:A— Bestalque dg: B — Asiendogo f=isy fog=ip
T) f es biyectiva.
Prueba 1.4.1. En dos partes.
a) Inyectividad de f
Sean z’, 2" € A/ f(x') = f(2") € B.
La imagen por g es g[f(z')] = g[f(")], o, (g0 F)(&') = (g0 f)(&")

siendo g o f = iy, se tiene i4(z') = ia(2"), es decir 2/ = 2”.
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Por tanto f es 1-1.
b) f es sobreyectiva
Segun definicién, hay que probar Vy € B,3z € A/f(x) =y

Sea y € B, entonces y = ig(y), y como ig = f o g, se tiene

y=(fof)y), esdecir y = flg(v)]

por tanto, a expensas de y € B, hemos determinado z = g(y) en A, tal que
flx) =y
Siendo f inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva.
2. Si una funcién es biyectiva, entonces admite inversa.
H) f: A — B es biyectiva.
T) dg: B— Atalquego f=isy fog=ip
Prueba 1.4.2. Necesitamos proceder en tres etapas.
a) Definimos g : B — A mediante g(y) =z si f(z) =y (1)
que satisface la definiciéon de funcion, pues:
1) Todo y € B proviene de algin x € A
11) La x asociada a y es tnica, por ser f inyectiva.

En efecto, si z y 2’ fueran antecedentes distintos de y por f se tendria
x# 2 A f(z) = f(z') =y, lo que es absurdo por la inyectividad de f.

b) Hay que probar que go f = iy.

Va € A, se tiene, por definicién de composicién, por (1), y por definicién de
identidad en A:

(go () =glf(@)] = g(y) = v =ia(z)

Entonces, por definicién de funciones iguales:
gof=ia

c) Finalmente, demostramos que fog =g

Como fog: B — B Yy € B, tenemos, por definiciéon de composicién, por (1)
y por identidad en B.

Es decir:

36



Consecuencia

Si f: A — B es biyectiva, entonces la funcién g : B — A a que se refiere el teorema
anterior, es Unica y, ademas, biyectiva.

Prueba 1.4.3. Si existieran dos funciones g y ¢’ se tendria:

g =goip=go(fog)=(sof)og=iscg=g
Por otra parte, como una funcién que admite inversa es biyectiva, se tiene que g : B — A
estalque df: A — B, siendo fog=1igy go f =1i4s. En consecuencia, g es biyectiva

La funcién ¢ se llama inversa y se denota por 1.

Ejemplo 1.20

Probar que f: R — (—1,1) definida por f(z) = 1fH admite inversa.
T
a) f es inyectiva

Sean z', 2" € A/f(2") = f(z")

x/ .T”

L o'~ 1+ |a”|

_— x/_i_l./‘x//‘ — $//+x//‘x/’ _ x/ — x//

O sea, [ es 1-1.
b) f es sobreyectiva
Sea y € (—1,1). Si 3z € R/f(z) = y, entonces 1f| | = y, notar que T y ¥y
x

tienen signos iguales, es decir sg(z) = sg(y).

Operando (siendo |y| < 1):

r=y+ylzl r=yt+yrsg(r) > rv=y+zysgly) > v —rysg(y) =y

Sal=lyl) =y o=
Es decir: Vy € (—1,1), 3z = 1 _y|y| tal que:
¥y _y
Y 1-— 1—
=1 (r2y) = _| ) ‘:1_ i
1=yl 1=yl

lo que prueba que f es sobreyectiva.
Por a) y b) resulta que f es biyectiva y en consecuencia admite inversa. La inversa es:

x
1= |z|

Fe(=L1) =R/ a) =
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Se puede verificar que go f =g y que fog =iy

Ejemplo 1.21

La funcién f: A — B es inyectiva si y sélo si existe g : B — A tal que go f =i4.
H) f: A— Bes 1-1;
T) dg: B— A/go f =iy

La funciéon f no es necesariamente sobreyectiva. Nos apoyamos en el diagrama de la
fig: 1.5.

Figura 1.5

Prueba 1.4.4. Definimos una funciéon g : B — A:

7' (cualquier elemento fijo de A) si o € A/f(x) =y

De este modo, todo elemento de B tiene su correspondiente en A, y es tinico por ser
f inyectiva. Ahora bien:

es decir:
gof=ia
2. H) f:A— Bestal que existe g : B — A de modo que go f = iy;
T) f es inyectiva.

Prueba 1.4.5. Sean 2’, 2" € A/ f(a') = f(2”), entonces

glf ()] = glf (2")] = (g0 )@) = (go )(z")

por hipotesis:
ia(z)) =ia(2") = 2/ ==
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en consecuencia f es 1-1

Resumen de funciones inversas

Definicion 1.23. Funcién inversa

Sea f una funcién biyectiva con dominio X y rango Y. La inversa de f es la funcion
f~! cuyo dominio es Y y rango es X, para los cuales

fof =flf @)=z VeeY

fFlof=f""f(x)]=2 VeeX

Propiedades:
1) Dominio f~! = rango f;
Rango f~! = dominio f;

111 f(x) equivale a x = f~1(y);

A%

=1

La inversa de f es tnica.

1)
) Y
1v) f~! es biyectiva;
)
VI)

1.3.7. Imagenes de subconjuntos del dominio
Sean f: X Y yACX

Definicién 1.24. Imagen de subconjuntos

Imagen del subconjunto A C X es el conjunto cuyos elementos son las imagenes de
los elementos de A.

X Y

e ‘ f(A): “imagen de A”

Figura 1.6

f(A) = {f(x)/z € A} o bien f(A) = {y € Y/Fx € AN f(z) =y}

De acuerdo con la definicién: y € f(A) < Jz € A/y = f(x)
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Si A = X, entonces f(X) es la imagen del dominio por f. Ademds f(@) = &. f es
sobreyectiva si y s6lo si f(X) =Y.

Propiedades de la imagen

Sean f: X — Y y Ay B subconjuntos del dominio.

a) Si un subconjunto del dominio es parte de otro, entonces la misma relaciéon vale
para sus imagenes. Es decir:

f: X—=>YACBBCXyACB = f(A) C f(B)
En efecto, sea
z€ f(A) »3deeA/f(xr)=2—Fx € B/f(x)=2— z € f(B)

b) La imagen de la unién de dos subconjuntos del dominio, es igual a la unién de sus
imagenes. Es decir:

FiX>Y,ACXABCX = f(AUB) = f(A)Uf(B)

Figura 1.7

c) La imagen de la interseccién de dos subconjuntos del dominio estd incluida en la
interseccién de sus imagenes.

[ XY ACXANBCX = f(ANB)C f(A) N f(B)
El siguiente ejemplo prueba que no es valida la inclusiéon en el otro sentido.
Sean f:7Z — N/f(x) = 2* y los subconjuntos de Z
A={-2,-3,4} y B=1{2,3,4,5}

Se tiene AN B = {4}, f (AN B) = {16}, f(A)n f(B) = {4,9,16}

Resulta
fANB) & f(A) N f(B)
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1.3.8. Imagenes inversas de subconjuntos del codominio

Sean f: X Y yACY.

Definicién 1.25. Preimagen

Imagen inversa o preimagen del subconjunto A C Y, es el conjunto de los elementos
del dominio cuyas imagenes pertenecen a A.

fH(A) ={z € X/f(x) € A}

Es claro que: z € f71(A) si, y solo si f(z) € A, es decir, un elemento del dominio
pertenece a la preimagen de A si y sélo si su imagen pertenece a A.

Ejemplo 1.22. Preimagen

Sea f: R — R/f(x) = z%. Determinamos las preimdgenes de los siguientes subconjun-
tos del codominio
(—o0, —1],(=1,1],(—=1,1),[4,9]

1) [ (—00,~1] = {z € R/f(z) € (—o0,—1]}
Ahora bien

Resulta

11) En el segundo caso:
vefU(-1,1] = flx) e (-1,1] »a?e(-1,1] » 1<z <1

<l =P <l=-1<r<1—=2c[-1,1]
Entonces f~!'(—1,1] = [-1,1]

I1) Se tiene
re fY(-1,1) = fx) e (-1,1) = 2* € (-1,1) = 2® < 1

—lzl<l—=—-1l<z<l—xze(-11)
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Luego f~1(—1,1) = (-1,1)
1v) Finalmente
v € fH4,9] = f(z)€[4,9] > 2*€[4,9 -4<2*<9
—>$224/\x2§9—>|$|22/\|x| <3
Sre[-3,-2Vael23 = e [-3-2U[23

Entonces:
f_1[47 9] - [_37 _2] U [27 3]

Propiedades de la preimagen
Sean f: X — Y y los subconjuntos A CY, BCY.

a) La preimagen de la union es la unién de las preimégenes.

fHAUB) =AU f(B)

Figura 1.8

v€f1(AUB) = f(x) € AUB — f(z) € AV f(z) € B
—szef i A Vvre f (B —»ref (AU B
b) La preimagen de la interseccién es igual a la interseccion de las preimégenes.
FHANB) = AN F(B)
Se tiene
r€f1(ANB) <= f(x) €ANB < f(r) € ANf(x) € B
= rcflAAzefHB) = zefA)nfYB)

b) La imagen inversa del complemento de un subconjunto del codominio es igual al
complemento de su preimagen.

FHA) =[]
En efecto:
e [THA) &= f(r) e A = f(2) ¢ A < ~[f(z) € A]
=~ refA) = 2 1A = e[
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Ejemplo 1.23

El conjunto €2 consiste en los posibles resultados que se obtienen al lanzar una moneda,
es decir: Q = {c, s}.

Se define f: Q2 — R mediante f(c) =1, f(s) = 0. El diagrama es:

Determinar f~!(—oo,z],Vr € R
Por definicién de preimagen f~'(—oco,z] = {w € Q f(w) < x}, entonces

1%} sixz <0
[ =o0,x] ={{s} si0<az<l
{e,s} sil<zx

1.3.9. Restriccion y extension de una funcién

Definicion 1.26. Restriccién de una funcion
Sean f: X =Y, AC X ylafuncibon g: A =Y | g(z) = f(z)Vz € A.

Decimos que g es la restriccién de la aplicacion f al subconjunto A, y la denotamos

g:flA

Definicion 1.27. Extension de una funcién

Si g es la restriccién de f al subconjunto A, entonces f : X — Y es una extension de
la funcién g sobre el conjunto X.

Es claro que la restriccion es tinica y la extensién no necesariamente, en efectosig: A — Y
y A C X entonces podemos definir una extensiéon de g al conjunto X de la siguiente
manera:

Sea yg € Y, definimos:

g(x) sizeA

: X = Y mediant =
f mediante f(x) {yo GoeX— A
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Capitulo 2

Logica matematica

La logica matematica es una disciplina que se ocupa del estudio de los principios y reglas
que rigen el razonamiento valido. A través de simbolos y estructuras formales, la 16gi-
ca nos permite analizar argumentos, deducir conclusiones y establecer conexiones entre
proposiciones. A continuacion, exploraremos los conceptos bésicos de la légica.

2.1. Loébgica proposicional

2.1.1. Proposiciones

Definicién 2.1. Proposicién

Una proposicion es una oracion que puede ser verdadera o falsa.

Ejemplo 2.1
» Proposiciones verdaderas
o El sol sale por el este.
e 2+2=4
o La Tierra gira alrededor del Sol.
= Proposiciones falsas
o Los unicornios existen
e 1+1=3

e La luna esta hecha de queso verde
Ahora, veamos ejemplos de oraciones que no son proposiciones:
Ejemplo 2.2

= Preguntas:
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e ;Coémo estas hoy?
e ;Qué hora es?
o ;Doénde estd mi libro?
» Mandatos u Ordenes:
o Cerra la puertal
« Estudia para el examen.
e Limpia tu habitacion.
» Expresiones abiertas o incompletas:
e x4 3 =7 (no es una proposiciéon completa sin asignar un valor a x).
o “Alguien ganara el premio” (no especifica quién ganara el premio).

Las proposiciones se representan mediante letras (como p, ¢, r) y se combinan para formar
argumentos mas complejos.

2.1.2. Operadores logicos

A continuacién presentamos varios operadores logicos y sus correspondientes tablas de
verdad. En una tabla de verdad se evalian todos los posibles valores de verdad de las
proposiciones componentes y se determina el valor de verdad resultante de la proposicion
completa.

Negaciéon —

La negacién de una proposicion p se denota como —p o ~ p. Representa la idea de que
algo no es verdadero. Por ejemplo, si p es “llueve”, entonces —p seria “no llueve”. Su tabla
de verdad es la siguiente:

p|p
VI F
FlV

La operacion de negacion (—) es andloga a la complementacion (¢) de la teoria de conjuntos.
El paralelismo se construye al considerar la pertenencia de un conjunto como una propo-
sicion p, si un elemento pertenece a A, p es verdadero. El complemento A° contiene todos
los elementos que no pertenecen a A, entonces p es falso, es decir —p es verdadero.

AC
-pesV
(pesF)

A es equivalente a —p
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Conjuncién A

La conjunciéon de dos proposiciones p y ¢ se denota como p A q. Representa la idea de que
ambas proposiciones son verdaderas. Por ejemplo, si p es “es lunes” y ¢ es “tengo una
reuniéon”; entonces p A g seria “es lunes y tengo una reuniéon”. Su tabla de verdad es:

pAq

oS>

SEEIESIESIES
N < m <|e

La operacion logica de conjunciéon es analoga a la interseccion de la teoria de conjuntos.
La intersecciéon A N B contiene solo los elementos que pertenecen a Ay a B (p A q es

V).

ANB

(pAq)

AN B equivalente a p A q

Disyuncién inclusiva V

La disyuncién de dos proposiciones p y ¢ se denota como p V ¢q. Representa la idea de
que al menos una de las proposiciones es verdadera. Por ejemplo, si p es “estudiaré” y ¢
es “veré una pelicula”, entonces p V ¢ seria “estudiaré o veré una pelicula”. La tabla de
verdad correspondiente es:

m << Sl <

B IES BN S
SRS BN

La operaciéon logica de disyuncion es andloga a la uniéon de la teoria de conjuntos. La
union AU B contiene los elementos que pertenecen a A o a B 0 a ambos, es decir, siempre
y cuando un elemento pertenezca a A o a B o a ambos pV ¢ serda V.

Diferencia simétrica o disyuncion excluyente @

La diferencia simétrica o disyuncion excluyente es verdadera cuando ezxactamente una de
las dos proposiciones es verdadera, por ejemplo “p o g pero no ambos”. Se denota por p®q
o p < q o pVq. La tabla de verdad correspondiente es:
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AUB
(pVaq)

AU B equivalente a p V g

S IR BN S
RIS EINIE
N < < ™o

Ejemplo 2.3. Disyuncién excluyente

» “Podés elegir té (p) o café (¢)” (implicitamente excluyente, ya que normalmente
no se consumen ambas bebidas al mismo tiempo).

» “El interruptor esta encendido (p) o apagado (¢)” (excluyente, ya que un inte-
rruptor solo puede estar en uno de esos dos estados).

» “Ganaré la final el equipo local (p) o el equipo visitante (¢)” (excluyente, ya que
solo uno de los dos equipos puede ganar la final).

Esta operacién es analoga a la diferencia simétrica de la teoria de conjuntos. AAB contiene
los elementos que pertenecen a A o a B pero no a ambos.

AAB
(p®q)

AAB equivalente a p @ ¢
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Implicacién o condicional —

Si se combinan dos proposiciones por medio de las palabras “si..., entonces...” se obtiene
un implicacion o proposicion condicional. La implicacion de una proposicion p a otra ¢ se
denota como p = ¢. Representa la idea de que si p es verdadero, entonces ¢ también
debe serlo. Por ejemplo, si p es “estudiaré”, entonces ¢ es “aprobaré el examen”. La tabla
de verdad es:

SRR
N < <
<<= <]

Tabla 2.1. Tabla de verdad de la implicacion

Se observa que p = ¢ es verdadero si y s6lo si no se da el caso de que p sea verdadero
y q falso.

En teoria de conjuntos la inclusion A C B es verdadero si y s6lo si no existe un elemento
que esté en A pero no en B. La conexion entre la implicacion légica y la inclusién de
conjuntos se visualiza en la fig. 2.1.

ACB
(p = q)

Figura 2.1. A C B equivalente a p = ¢

Proposiciones. Para algin x € U:

s p:x €A

= q:x € B.

= La implicaciéon p = ¢ se interpreta como: Si x estd en A, entonces x estd en B.
Paralelismo con la tabla de verdad:

» p=V,q=V (x € ANz € B): Corresponde a elementos que estan tanto en A como
en B, lo cual es consistente con A C B, la implicacién es verdadera.

» p=V,q=F, (x € ANz & B): Este caso viola la inclusion A C B ya que hay un
elemento en A que no esta en B, la implicacion es falsa.
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wp=F,q=V (x ¢ ANz € B): Esto es consistente con A C B, ya que elementos
fuera de A pueden estar en B sin violar la inclusion, la implicacién es verdadera.

s p=F,q=F (x ¢ ANz & B): También es consistente con A C B, ya que elementos
que no estan en A ni tampoco en B no afectan la inclusién, la implicacion es
verdadera.

Doble implicaciéon o bicondicional <=

La doble implicacién o proposicion “si y solo si” se denota como p <= ¢. Representa
la idea de que p es verdadero si y solo si ¢ también lo es. Puede verse, si es verdadera,
como cumplimiento en ambos sentidos las implicaciones p = ¢y ¢ = b. Su tabla de
verdad es la siguiente:

5 m < <
o < m o<l
<= s

Tabla 2.2. Tabla de verdad de la bicondicional

Ejemplo 2.4
Si p es “Es fin de semana” y g es “No tengo clases”.
= La implicacién p = ¢ seria: “Es un fin de semana entonces no tengo clases”.

» La implicaciéon reciproca ¢ = p seria: “No tengo clases entonces es un fin de
semana”

= La bicondicional p <= ¢ seria: “Es fin de semana si y solo si no tengo clases”

En la teoria de conjuntos, su equivalente es la igualdad de conjuntos. Si definimos,
igual que antes, p: pertenencia al conjunto A y ¢: pertenencia al conjunto B, la doble
implicacion p <= ¢ se interpreta como: un elemento estd en A si y solo si estd en

B.

2.1.3. Condiciones necesarias y suficientes
Condicion necesaria y condicion suficiente

Consideremos la tabla de verdad de la implicacion, tabla 2.1, que, reescribimos a conti-
nuacion:

~ = <|s
= <|a
<<= <]
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Hay tres casos en que p = ¢ es V, y entre ellos hay uno en que p es V, en el cual
resulta g verdadera. Es obvio que nos referimos al primer renglén de la tabla, y se tiene
quesip = qesV ypesV, entonces g es V. Se dice entonces que en antecedente p es
condicion suficiente para el consecuente q.

En cambio, si p es F', nada podemos decir de ¢, puesto que puede ser V o F', por otra
parte, cuando p = q es V, si g es V, entonces p puede ser V' o F'; mas, para que p sea
V' se necesita que g lo sea. Se dice entonces que ¢ es condicion necesaria para p.

Resumiendo, si p = ¢ es V, entonces p es condicion suficiente para ¢ y ¢ es condicion
necesaria para p, suele expresarse asi:

= ¢ si p: condicién suficiente;

= p s6lo si ¢: condicién necesaria.

Ejemplo 2.5
“Si T es equilatero, entonces T es isésceles”
En este caso:

= p: T es equildtero;

= ¢: T es isoésceles.

p es condicion suficiente para ¢, es decir, que un triangulo sea equilatero es suficiente
para asegurar que sea isosceles. Por otra parte, T es equilatero solo si es isosceles; es
decir, que un triangulo sea isésceles es necesario para que sea equilatero.

Condicion necesaria y suficiente

Sea ahora la doble implicacién p <= ¢, es decir (p = ¢q) A (¢ = p). Sip < qes
V,entonces p = qesV yq = p, es V. Se tiene, atendiendo a la primera, que p es
condicién suficiente para ¢; y, teniendo en cuenta la segunda implicacién, ocurre que p es
condicién necesaria para q.

Es decir, si p = q es V, entonces el antecedente p es condicién necesaria y suficiente
para el consecuente q.

Andalogamente, en el caso de la doble implicaciéon verdadera, el consecuente ¢ es también
condicién necesaria y suficiente para el antecedente p.

Ejemplo 2.6
“T es equilatero si y sélo si T es equidangulo”
Es la doble implicacion de las proposiciones:
= p: T es equilatero;
= ¢: T es equiangulo.

Aquella es V', y cualquiera de las dos proposiciones es condicién necesaria y suficiente
de la otra.

20



2.1.4. Tautologia y contradicciéon

Tautologia

Definicion 2.2. Tautologia

Cuando una proposiciéon compuesta, como por ejemplo (p = ¢) Ap = ¢ es verda-
dera, independientemente de los valores de verdad de las proposiciones componentes,
se dice que tal proposicién es una tautologia o ley logica, es decir, una tautologia es
una proposicion logica que siempre es verdadera.

En el calculo proposicional se utilizan las siguientes leyes o tautologias cuyas demostra-
ciones se reduce a la confeccién de las correspondientes tablas de verdad.

s [dentidad
p = p; p <~ D

p Averdadero=p y pVfalso=p
= Ley del tercero excluido
pV-p=V
Una proposicién es verdadera o su negacion es verdadera.
= No contradiccion
pA-p=F
= Involucién o doble negacién
—(-p) <= p
La doble negacion es equivalente a una afirmacién, es decir: “no, no p, equivale a p”
= Idempotencia
(pAp) = p y (PVp) <= »p
» Conmutatividad
a) De la conjuncién: p A q <= q A p.
b) De la disyuncién: pV g <= qV p.
» Asociatividad
a) De la conjuncién: (p Aq) Ar <= pA(qgAT),
b) De la disyuncion: (pV q) Vr <= pV (¢Vr)
= Distributividad

a) De la conjuncion respecto de la disyuncién:

pV(gAr) <= (pAT)V(gAT)
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b) De la disyuncién respecto de la conjuncién:

(pA(gVr) < (pVr)A(gVr)

¢) De la implicacion respecto de la disyuncién

(p = qVvr) = (p = )V = 1)

d) De la implicacion respecto de la conjuncién

(p = qA7r) = (p = )N (P = 1))

= Leyes de De Morgan
a) La negacion de una disyuncién es equivalente a la conjuncién de las negaciones:

“(pVyq) <= —pA—q

b) La negacién de una conjuncion es equivalente a la disyuncién de las negaciones.

—(pAq) <= —pV—q

= Leyes de absorciéon total
1. Primera forma:
pV(pAg) <= p
2. Segunda forma:

pA(PVq) < p

Si p es verdadero (o falso) ambos miembros son verdaderos (o falsos) independien-
temente de q.

= Leyes de absorcion parcial
L pV(-pAq) < pVyq
2. pA(mpVaq) <= pAg

La mayoria de estas leyes logicas tienen sus analogas en teoria de conjuntos, algunas de
las cuales se listan en la tabla 2.3.

Contradiccion

Una contradiccion es una proposicion logica que siempre es falsa, sin importar los valo-
res de verdad de sus componentes. Es decir, es una formula que es falsa en todas las
interpretaciones posibles.

Ejemplos de contradicciones:

= Conjuncién de una proposicién y su negaciéon:
pA—p

= Negacion de una tautologia:
~(pV-p)
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N° | Ley Légica Conjuntos
p =D A=A
. p <= Dp
1 | Identidad DAV = p ANU = A
pVF=p AUud=A
2 | Tercero excluido pV-p=V AUA=U
3 | No contradiccién pA-p=F ANAc =10
4 | Involucién —(-p) <= »p (A9 =A
. PAp <= p ANA=A
5 | Idempotencia PVp = p AUA— A
. PAGg <= qAp ANB=BnNnA
6 | Conmutatividad PV = qVp AUB—=BUA
. (pANg AT <= pA(qNT) (AnNB)NC=ANn(BNCQC)
7 | Asociatividad (V) VT < pV(gVr) (AUB)UC = AU(BUC)
PO pA(gVr) <= (pAgV(pAT)| AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
8 | Distributividad PV (gAT) = bV A(pVr) | AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
=(pVq) <= —-pA—q (AUB)¢ = AN B°
9 | Leyes de De Morgan (pAg) — —pV g (AN B)° = A°U B
.y pV(pAq) < p AUANB)=A
10 | Ley de absorcién PA(PVG) — p AN(AUB) =4

Tabla 2.3. Paralelismo entre las leyes logicas y las de conjuntos.

2.1.5. Funciones booleanas

En l6gica simbdlica, las funciones booleanas son aquellas que toman uno o més valores de
verdad (verdadero o falso) como entrada y producen un tnico valor de verdad como salida.
Estas funciones se construyen utilizando operadores 16gicos homoénimos, que son:

» Conjuncién (AND): Representada por A o -. Es verdadera solo si ambas proposi-
ciones de entrada son verdaderas.

» Disyuncién (OR): Representada por V o +. Es verdadera si al menos una de las
proposiciones de entrada es verdadera.

» Negacién (NOT): Representada por = o una barra sobre la proposicion. Invierte
el valor de verdad de la proposicion.

A partir de estos operadores basicos, podemos construir funciones booleanas mas comple-
jas. Algunas de las funciones booleanas méas comunes son:

1. Funcién Identidad:
= Definicion: La salida es igual a la entrada.
» Expresion: f(p) =p
= Ejemplos:
a) Sip es verdadero, entonces f(p) es verdadero.
b) Si p es falso, entonces f(p) es falso.

2. Funcién Constante:
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= Definicion: La salida siempre es el mismo valor de verdad, independientemente
de la entrada.

= Expresion:
e f(p) =1 (Funcién constante verdadera)
e f(p) =0 (Funcién constante falsa)

= Ejemplos:

a) Sip es verdadero, f(p) sigue siendo verdadero (para la funcién constante
verdadera) o falso (para la funcién constante falsa).

b) Si p es falso, f(p) sigue siendo verdadero (para la funcién constante ver-
dadera) o falso (para la funcién constante falsa).

3. Funcién Negacion:
= Definicién: La salida es la negacion de la entrada.
» Expresion: f(p) = —p
= Ejemplos:
a) Sip es verdadero, entonces f(p) es falso.
b) Si p es falso, entonces f(p) es verdadero.
4. Funcién Conjuncién:
= Definicion: La salida es verdadera solo si todas las entradas son verdaderas.
» Expresion: f(p,q) =pAq
= Ejemplos:
a) Sip es verdadero y ¢q es verdadero, entonces f(p,q) es verdadero.

b) Si p es verdadero y ¢ es falso, o viceversa, o ambos son falsos, entonces
f(p,q) es falso.

5. Funcién Disyuncion:
» Definicion: La salida es verdadera si al menos una de las entradas es verdadera.
» Expresion: f(p,q) =pVq
= Ejemplos:

a) Sip es verdadero o g es verdadero, o ambos son verdaderos, entonces f(p, q)
es verdadero.

b) Sip es falso y q es falso, entonces f(p, q) es falso.
6. Funcién Implicacién:

= Definicion: La salida es falsa solo si la primera entrada es verdadera y la se-
gunda es falsa

» Expresion: f(p,q) =p = ¢
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= Ejemplos:
a) Sip es verdadero y ¢ es verdadero, entonces f(p,q) es verdadero.
b) Sip es verdadero y ¢ es falso, entonces f(p,q) es falso.
c) Si p es falso, independientemente del valor de ¢, f(p,q) es verdadero
7. Funcién Equivalencia (Bicondicional):

» Definicién: La salida es verdadera si ambas entradas tienen el mismo valor de
verdad

» Expresion: f(p,q) =p < ¢
= Ejemplos:

a) Si p es verdadero y g es verdadero, o si p es falso y ¢ es falso, entonces
f(p,q) es verdadero.

b) Si p es verdadero y g es falso, o viceversa, entonces f(p,q) es falso.

2.1.6. Proposiciones equivalentes

Al unir dos proposiciones cualesquiera por medio de la frase “si y sdlo si”, (cuyo simbolo es
<= ) se obtiene una proposiciéon compuesta que se llama equivalencia. Las proposiciones
conectadas de esta manera reciben los nombres de miembro izquierdo y miembro derecho
de la equivalencia. Al afirmar la equivalencia de las proposiciones, se excluye la posibilidad
de que una sea verdadera y la otra falsa; por lo tanto, una equivalencia es verdadera si
sus miembros izquierdo y derecho son o bien ambos verdaderos o bien ambos falsos; en
caso contrario la equivalencia es falsa.

Dos proposiciones son equivalentes si'y solo si tienen el mismo valor de verdad en todas las
posibles combinaciones de valores de verdad de sus proposiciones componentes. Es decir,
sus tablas de verdad son idénticas.

La equivalencia logica captura la idea de que dos proposiciones, aunque expresadas de
manera diferente, representan la misma informacion desde el punto de vista logico. Si dos
proposiciones son equivalentes, podemos sustituir una por la otra en cualquier contexto
légico sin alterar el significado o la validez del razonamiento.

Ejemplo 2.7. Proposiciones equivalentes

Dada la proposicién compuesta:
“r es un numero positivo si, y solo si, 3x es un numero positivo”

De x es un nimero positivo (p) se sigue que 3x es un nimero positivo (q), (en simbolos
p = q) vy, reciprocamente, de 3x es un nimero positivo se sigue que x es un nimero
positivo (¢ = p). Las condiciones de que x sea un niimero positivo y que 3z sea un
ndimero positivo son equivalentes entre si (p <= q).

La condicién de ser x un ntimero positivo es necesaria y suficiente para que 3x sea
un numero positivo, reciprocamente, para que x sea un nimero positivo es necesario
y suficiente que 3z lo sea, es decir, cada una de las proposiciones representa una
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condicion necesaria y suficiente para la otra.

Verificacién de equivalencia

La forma maés directa de comprobar si dos proposiciones son equivalentes es construir sus
tablas de verdad y compararlas. Si las columnas de resultados finales son idénticas, enton-
ces las proposiciones son equivalentes. Utilizaremos el simbolo de equivalencia “="

Ejemplo 2.8

Probar la ley de De Morgan: = (p A q) = —pV ¢

pla|pAg|-(pANq) | -p|—q|-pV-q
VIiv] v F F|F F
VIF| F \Y% F |V \Y%
FIV| F \Y% V | F \Y%
FIF| F \Y% V|V \Y%

Se observa que la cuarta columna, de = (p A ¢), y la ultima columna, de —p V —¢ son
idénticas, por lo tanto estas proposiciones son equivalentes.

Ejemplo 2.9. Implicacién material

Probar que: p = ¢=-pVq

pla|p= q|p|PpVg
V|V V F| Vv
V| F F F F
F |V v V| Vv
F|F \Y% V| Vv

Se observa que la tercera columna, de p = ¢, y la tltima columna, de —p V ¢
son idénticas, por lo tanto estas proposiciones son equivalentes. Esta equivalencia se
conoce como ley de implicacion material.

El concepto de equivalencia légica es fundamental en la simplificacién de expresiones
logicas, en la demostracion de teoremas y en la resolucién de problemas logicos. Nos
permite manipular y transformar proposiciones manteniendo su significado original, lo
que facilita el andlisis y la comprension de argumentos logicos complejos.

2.1.7. Algebra de proposiciones

El algebra de proposiciones nos proporciona un marco formal para combinar y manipular
proposiciones utilizando operadores logicos, lo que nos permite analizar y razonar sobre
argumentos y demostraciones de manera rigurosa.
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Ejemplo 2.10. Simplificacién de expresiones légicas

Simplifica la siguiente expresion logica utilizando las leyes del dlgebra de proposiciones:

(pAQ)V(PA=q)V (pAq)

Solucion

—~

“pAqQ)V(pA-q)V(pAqg)
(=pAq)VI[(pA—q)V(pAgq)] agrupando términos

=(pAq)VIpA(-qVaq) distributividad

=(-pAq)Vp ley del tercero excluido
=pV(pAgq) conmutatividad de la disyuncién
=pVyg ley de absorcion

(pAQV(pA-q)V(PAG =pVyg

Ejemplo 2.11. Demostracion de equivalencia

Demuestra que las siguientes expresiones son equivalentes:

p = (qVr)=(pA—-q) =
Solucién
p = (qVr)
=-pV(qgVr) implicacién material
(-pVaq)Vr asociatividad
- (pA=q)Vr  De Morgan
(p A—q) = r implicacién material

2.1.8. Proposiciones condicionales

Cuando tenemos una proposiciéon en forma de implicacién (como p = ¢, “si p, entonces
q”), podemos derivar tres proposiciones adicionales, estas son la reciproca, la proposicién
contraria (o la negacién de la proposicién original) y la proposicién contrarreciproca.

1. Proposicién reciproca (¢ = p): Se forma al invertir la implicacion de una
proposicion dada. Ejemplo con el teorema de Pitagoras:

= Este teorema establece que: “en un triangulo rectangulo, la suma de los cua-
drados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa” (p = ¢).

= La proposicién reciproca afirmaria que: “si la suma de los cuadrados de los ca-
tetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, entonces el triangulo es rectangulo”
(¢ = a)

2. Proposiciéon Contraria (-p = -—q): Se obtiene al reemplazar tanto el an-
tecedente como el consecuente de la proposiciéon original por sus negaciones. Por
ejemplo:
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» Proposicion original: “Si llueve, entonces la calle estarda mojada” (p = q)
» Contraria:“Si no llueve, entonces la calle no estara mojada” (—-p = —q).

3. Proposiciéon Contrarreciproca (g = —p): La contrarreciproca es el resultado
de intercambiar el antecedente y el consecuente en la proposicién contraria. Por
ejemplo:

» Proposicion original: “Si estudio, entonces saco buenas notas” (p = ¢)

» Proposicién contraria: “Si no estudio, entonces no saco buenas notas” (-p =
—q).
= Contrarreciproca: “Si no saco buenas notas, entonces no estoy estudiando”

Estas tres proposiciones estan relacionadas entre si y nos ayudan a explorar diferentes
aspectos de una implicaciéon. Es importante entenderlas para razonar correctamente en
légica y matematicas.

Resumen, en simbolos:
= [mplicaciéon: p = ¢
= Reciproca: ¢ = p
» Contraria: -p = —q
» Contrarreciproca: ¢ = —p

Las cuatro implicaciones anteriores se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas puede
tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona una relacién que las vincu-
la:

P = q reciprocos q = p
o°
= Ly 5@ 2
j—_; ,&‘b; ['6) j—_‘?
= X0 677 g
3 o™ L1, S
] OOAS' &)
-p = —q reciprocos g = P

Es facil verificar que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es decir, las
siguientes bicondicionales son tautologias:

(p = q) &= (¢ = —p)
(¢ = p) <= (-p = —9)

Si la implicacion directa es V', también lo es la contrarreciproca, y no podemos afirmar
la verdad de la reciproca o de la contraria. Pero, si son verdaderos un condicional y su
reciproco o contrario, entonces son verdaderos los cuatro, y las proposiciones antecedente
y consecuente son equivalentes.
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Demostracién matemaéatica

Se presenta continuamente la necesidad de demostrar la verdad de

p q
Hipdtesis Tesis

y, de acuerdo con lo expuesto, se presentan dos métodos:

1) Directo: Si p = F', nada hay que probar, pues en este casop = qes V. SipesV
hay que establecer que el valor de verdad de g es V.

11) Indirecto:

a) Se utiliza la contrarreciproca, es decir, demostrar la verdad de p = ¢ es
equivalente a probar la verdad de -q = —p.

b) Por contradiccion o reduccion al absurdo:

1) Se supone que la tesis (¢) es falsa, es decir, se parte del caso p = V' y
q=F;

2) Se derivan otras afirmaciones utilizando reglas 16gicas;

3) Si se llega a una contradiccion (por ejemplo g A =g = V'), se concluye que
qg=1V.

Nota: También se tiene el método de induccion del que se hablard en la secciéon 2.3.2,
pag. 69.
Negaciéon de una implicacion

Las proposiciones p = ¢ y —(p A —¢q) son equivalentes, por implicacién material y ley
de De Morgan:
p = qzﬂp\/qz—\(p/\—\q)

En consecuencia, la negacion de la primera equivale a la negacion de la segunda, es
decir:
—(p = q) = —[~(pA-g)]
y por la propiedad de involucion se tiene:
—(p = @) = (A

Es decir, la negaciéon de una implicacién no es una implicaciéon, sino la conjuncion del
antecedente con la negacién del consecuente.

Ejemplo 2.12. Negacién de una implicacién -(p = ¢q) < (p A )
Sean las implicaciones:
1) Si hoy es lunes (p), entonces manana es miércoles (q).

Cuya negacion es: “Hoy es lunes (p) y manana no es miércoles (—¢)”

1) “Si estudias para el examen (p), entonces obtendras una buena calificacién (¢q)”
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La negacién de esta afirmacién seria: “Estudias para el examen (p), pero no
obtienes una buena calificacién (—¢q)”

111) “Si un ntmero es divisible por 4, entonces también es divisible por 2”7 (p = ¢).

La negacion es: “Hay un ntimero que es divisible por 4, pero no es divisible por
2”7 (p A —q).

2.1.9. Concepto de argumento y razonamiento deductivo vali-
do

Argumento

Definiciéon 2.3. Argumento

Un argumento es una secuencia de proposiciones (llamadas premisas) que pretenden
respaldar o justificar una proposicién final (llamada conclusién). Un argumento se
presenta usualmente de la siguiente forma:

PrAP2 N APy = ¢q

= p;: premisa 1

= Do premisa 2

P premisa n

Por lo tanto, ¢: conclusion.

Razonamiento deductivo valido

Definiciéon 2.4

Un argumento se considera un razonamiento deductivo vdlido si, y solo si, es imposible
que todas sus premisas sean verdaderas y su conclusion sea falsa. En otras palabras,
la verdad de las premisas garantiza la verdad de la conclusion. La validez de un ar-
gumento depende tnicamente de su forma légica, no del contenido especifico de las
proposiciones.

El razonamiento deductivo valido es un proceso logico en el que, a partir de premisas o
afirmaciones, se llega a una conclusion de manera irrefutable. Un razonamiento es valido si
la conclusion sigue necesariamente de las premisas, siguiendo las reglas de la logica.

Por ejemplo:
P = q
p
q

Si tenemos las premisas (p = ¢) y (p), entonces la conclusién (q) es valida. Esta es la ley
del modus ponens de la que se hablarda mas en la pag. 62.
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Relacién entre argumento y razonamiento deductivo valido

Un argumento puede ser valido o invalido. Un argumento véalido es aquel en el que la
conclusion se sigue necesariamente de las premisas, es decir, representa un razonamiento
deductivo valido. Por otro lado, un argumento invalido es aquel en el que la conclusion
no se sigue logicamente de las premisas, incluso si las premisas son verdaderas.

Ejemplo 2.13. Argumento valido

P = q
p
q

» Premisa 1: Sillueve, entonces la calle estd mojada (p = q).
» Premisa 2: Esta lloviendo (p)
» Conclusion: Por lo tanto, la calle esta mojada (q).

Este argumento es valido porque si las dos premisas son verdaderas, la conclusion
también debe ser verdadera.

Ejemplo 2.14. Argumento invalido

P = q
q
b

» Premisa 1: Sillueve, entonces la calle estd mojada (p = ¢)
» Premisa 2: La calle estd mojada (gq).
» Conclusion: Por lo tanto, esta lloviendo (p).

Este argumento es invalido porque la calle podria estar mojada por otras razones
ademas de la lluvia. Aunque las premisas sean verdaderas, la conclusion no se sigue
necesariamente de ellas.

El razonamiento deductivo valido es esencial en la l6gica matematica y en muchas otras
disciplinas, ya que nos permite construir argumentos sélidos y confiables. Al utilizar argu-
mentos validos, podemos estar seguros de que si nuestras premisas son verdaderas, nuestra
conclusion también lo sera.

2.1.10. Reglas de Inferencia

Las reglas de inferencia son patrones logicos fundamentales que nos permiten deducir
nuevas proposiciones a partir de un conjunto de proposiciones dadas (premisas). Son
herramientas esenciales en la construccién de argumentos validos y en la demostracién de
teoremas en légica matematica.

Son como las reglas de un juego. El juego se juega con proposiciones o férmulas légicas. Se
empieza con conjuntos de férmulas que se denominan premisas. El objeto del juego es uti-
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lizar las reglas de inferencia de manera que conduzcan a otras formulas que se denominan
conclusiones. El paso logico de las premisas a la conclusion es una deduccion.

La conclusion que se obtiene se dice que es una consecuencia logica de las premisas si
cada paso que se da para llegar a la conclusién esta permitido por una regla.

La idea de inferencia es: de premisas verdaderas se obtienen solo conclusiones verdade-

ras.

Caracteristicas:

b)

Validez: Una regla de inferencia es valida si, siempre que las premisas sean verdade-
ras, la conclusién deducida también es verdadera.

Forma logica: Las reglas de inferencia se basan en la forma logica de las proposicio-
nes, no en su contenido especifico. Esto significa que se pueden aplicar a cualquier
conjunto de proposiciones que tengan la misma estructura logica, independiente-
mente de su significado.

Deduccion: Las reglas de inferencia nos permiten realizar deducciones, es decir, pasar
de proposiciones conocidas a nuevas proposiciones que se siguen logicamente de ellas.

Ley del modus ponens:
P = aAp = q
Se utiliza para derivar una conclusion a partir de una afirmacién condicional y su

antecedente.

Notacion clasica:

Ejemplo 2.15. Modus ponens
Supongamos que tenemos la afirmacion:

p = q: “Si sigues comiendo de esa manera, entonces no lograras tu peso
ideal”

= Si se verifica p: “sigues comiendo de esa manera”

= entonces ¢: “no lograras a tu peso ideal”

Ley del modus tollens:
P = a)A~q = —p

Es otra regla de inferencia que se utiliza para derivar una conclusion negando el
consecuente de una afirmacion condicional.
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Notacién clésica:
P = ¢

q
-p

Ejemplo 2.16. Modus tollens
Supongamos que tenemos la afirmacion:
p = q: “Sillueve, entonces la calle estara mojada”
= Si observamos —¢: “la calle no estd mojada”

= entonces podemos concluir —p “no esta lloviendo”

¢) Ley del silogismo hipotético:
(p = N (g = 1)] = (0 = 1)
Nos permite combinar dos afirmaciones condicionales para obtener una nueva afir-
macion condicional

Notacién clésica:
p — q

4 =r
p =

Ejemplo 2.17. Silogismo hipotético

Supongamos que tenemos las afirmaciones:
= p = ¢: Si no me despierto a hora, entonces no voy a ir a trabajar;
= ¢ = r: Sino voy a trabajar, entonces no me pagan mi sueldo.

= Por lo tanto, p = r: si no me despierto a hora, entonces no me van a
pagar mi sueldo.

Ejemplo 2.18

1. Justificar la validez del razonamiento:

Premisa 1: p = q
Premisa 2: —-r — —q
Premisa 3: = (—p A —t)

Premisa 4: t =— s
Premisa 5: —r
Conclusion: s

2. Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son:
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= Premisa 1: Hoy llueve o hace frio,

= Premisa 2: Hoy llueve o no hace frio,

s Conclusion: Hoy llueve.

Counsideremos p: “hoy llueve”: ¢: “hace frio”, entonces:
) )

pVq
PV —q
P

2.1.11. Falacias formales

Falacias logicas

Una falacia es un razonamiento incorrecto pero con apariencia de correcto.

Falacias

Datos insuf.

Algunos ejemplos:

Formales
Por equivoco
Ambigiiedad 4 ,
Anfibologia
Informales
. Datos insuficientes
Materiales ] _
Pertinencia
Ad hominen
Generalizacion Ad baculum
inadecuada . .| Ad populum
Pertinencia )
Falsa prueba Ad verecundiam
Falsa causa Ad ignorantiam
Tu quoque

= Anfibologia: ambigiiedad estructural. “Todo hombre ama a una mugjer, Romeo ama
a Julieta, luego todo hombre ama a Julieta”

= Datos insuficientes: “Todos los hombres son iguales”.

= Falsa causa y prueba: “El fumar es malo para la salud. Me duele un pie. Fso es

por el tabaco”.

= Ad hominem: se ataca a la persona y no al argumento.

= Ad baculum: Falsas autoridad. “Porque lo digo yo!”

= Ad populum: “Todo un pueblo no puede equivocarse”

= Ad verecundiam: “La raiz de 2 es irracional, porque lo dijo Fuclides”

» Ad ignorantiam: “Nadie ha demostrado que hay vida en otros planetas, luego no

la hay”

Tu quoque: “Tu también” o “tu mds”.
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Falacias formales

Definicion 2.5. Falacias formales

Las falacias formales son errores de razonamiento que ocurren debido a una estructura
logica incorrecta en un argumento, independientemente de la verdad o falsedad de las
proposiciones involucradas. Es decir, el problema radica en la forma del argumento,
no en su contenido.

A pesar de parecer convincentes a primera vista, las falacias formales violan las reglas de
inferencia validas, lo que las hace invalidas desde el punto de vista 16gico. Identificar y
evitar estas falacias es crucial para construir argumentos solidos y confiables.

Veamos algunos ejemplos comunes de falacias formales:
1. Afirmacién del consecuente

» Estructura:

= Ejemplo:
o Si llueve, entonces la calle estd mojada.
o La calle estd mojada.

« Por lo tanto, estd lloviendo. (Incorrecto, la calle podria estar mojada por
otras razones)

2. Negacion del antecedente

» Estructura:
p = q

—-p
-q
= Ejemplo:
e Si estudio mucho, aprobaré el examen

e No estudié mucho

 Por lo tanto, no aprobaré el examen (Incorrecto, podria aprobar por otras
razones).

3. Falacia del término medio no distribuido
s Estructura:

e Premisa 1: Todo A es B
e Premisa 2: Todo C' es B
o Conclusién: Por lo tanto, todo A es C

= Ejemplo:
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Todos los perros son mamiferos

Todos los gatos son mamiferos

Por lo tanto, todos los perros son gatos (Incorrecto)
4. Falacia de la divisién
» Estructura:

o Premisa 1: El todo tiene la propiedad x
o Conclusién: Por lo tanto, cada parte del todo tiene la propiedad x

= Ejemplo

« El equipo de fatbol es el mejor del mundo
« Por lo tanto, cada jugador es el mejor en su posicién (Incorrecto)

Reconocer las falacias formales es esencial para evaluar criticamente los argumentos y
evitar ser enganado por razonamientos que parecen validos pero que en realidad son 16gi-
camente defectuosos. Al estudiar y comprender estas falacias, podemos fortalecer nuestras
habilidades de razonamiento y construir argumentos mas sélidos y persuasivos.

2.2. Lobgica predicativa

La logica predicativa, también conocida como légica de primer orden o calculo de pre-
dicados, es una extension de la logica proposicional que nos permite expresar relaciones
y propiedades de objetos, asi como cuantificar sobre ellos. Mientras que la logica propo-
sicional se limita a tratar proposiciones completas como unidades indivisibles, la 16gica
predicativa nos permite descomponer las proposiciones en sujetos y predicados, lo que nos
da un mayor poder expresivo para formalizar el lenguaje natural y razonar sobre él.

Conceptos clave

Definicién 2.6. Funcién proposicional P(z)

Funciéon proposicional en una variable o indeterminada x es toda oracion en la que
figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion para cada
especificacion de x.

Ejemplo 2.19

Plz,y) x|y
» x|y se lee: z es divisor de y

P(z,y) no es proposicién ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado.
Mas para cada particularizacion de valores se tiene un proposicion:

P(=2,6): —216 (V)

P(12,6):12 |6 (F)
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= Predicados: Los predicados son funciones proposicionales que toman uno o mas
argumentos (objetos) y devuelven un valor de verdad (verdadero o falso). Repre-
sentan propiedades o relaciones entre objetos. Por ejemplo, “ser rojo” o “ser mayor
que” son predicados.

= Constantes: Las constantes representan objetos especificos en el dominio del dis-
curso. Por ejemplo, “Juan” o “5” son constantes.

= Variables: Las variables representan objetos genéricos o desconocidos en el dominio
del discurso. Se utilizan para cuantificar sobre objetos. Por ejemplo, x o y son
variables.

Los cuantificadores nos permiten expresar afirmaciones sobre la cantidad de objetos que
cumplen una determinada propiedad o relacion.

2.2.1. Cuantificador existencial

El cuantificador existencial se utiliza para afirmar que existe al menos un elemento en un
conjunto o dominio que cumple una determinada propiedad o relacion.

» Simbolo: 3 (se lee “existe” o “hay”)
» Estructura: 3z P(z), donde:

e duz: Indica que existe al menos un elemento x en el dominio que satisface la
afirmacion.

e P(z): Es un predicado que expresa una propiedad o relacién sobre el elemento
x.

= Ejemplo:

“Algunos estudiantes aprobaron el examen” se formalizaria como:
dx (E(z) N Ax))

donde E(z) significa “x es un estudiante” y A(x) significa “z aprobd el examen”.

2.2.2. Cuantificador universal

El cuantificador universal se utiliza para afirmar que una propiedad o relaciéon se cumple
para todos los elementos de un conjunto o dominio especifico.

= Simbolo: V (se lee “para todo” o “para cada”)
» Estructura: Vo P(z), donde:
o Vz: Indica que la afirmaciéon se aplica a todos los elementos = en el dominio.

e P(z): Es un predicado que expresa una propiedad o relacién sobre el elemento
x.

= Ejemplo:

“Todos los perros ladran” se formalizaria como: Vo (P(z) = L(x)) donde P(z)
significa “z es un perro” y L(z) significa “x ladra”.
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2.2.3. Negacion de cuantificadores
La negaciéon de una proposicion universal es una proposiciéon existencial, y viceversa.
1) = (Vx P(x)) =3z —~P(x)
Esto es:
» Proposicion original: Vo P(x), “Para todo x, P(x) es verdadero
» Negacién: Iz —P(x), “Existe al menos una x para la cual P(z) es falso”
Ejemplo:

» Original: “Todos los gatos son negros”, (Vo P(x), donde x es un gato, P(x) “z
es negro”)

» Negacién: “Existe al menos un gato que no es negro”, (3 x —=P(x)).
1) - (3z P(x)) =Vzr -P(x)
Esto es:

» Proposicién original: 3z P(x), “Existe al menos una x para la cual P(x) es
verdadero

» Negacién: Vo —P(z), “Para toda x, P(z) es falso”
Ejemplo:

» Original: “Algunos estudiantes aprobaron el examen” o “Al menos un estudian-
te aprob6 el examen” (3 P(x), donde x es un estudiante, P(z) “z aprobd el
examen”)

= Negacién: “Ningin estudiante aprobd el examen” o, dicho de otra manera,
“todos los estudiantes no aprobaron el examen” (Vo —P(z)).

2.3. Sistema axiomatico de Peano

2.3.1. Axiomas de Peano
Sistema axiomatico:

= Términos primitivos: elementos, conjuntos o relaciones, cuya naturaleza no queda
especificada de antemano.

= Axiomas: propiedades que debe satisfacer los términos primitivos.
= Definiciones: de los términos no primitivos.
= Teoremas: propiedades que se deducen de los axiomas.
Axiomas de Peano
N1 : Existe una funcién inyectiva, la funcién “siguiente”, s : N — N\ {1};

N2 : Existe un tinico elemento en N, denotado por 1, tal que: Vn € N, 1 # s(n);
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N3 : Dado cualquier subconjunto X CN,;sil € X yn € X = s(n) € X, entonces
X =N.

Dado n € N, su imagen s(n) se llama su sucesor.

= N1 establece que todo ntimero tiene un sucesor y que niimeros naturales diferentes
tienen sucesores diferentes (inyectiva)

= N2 establece que existe un tnico niimero natural que no tiene sucesor, el 1.

= N3 es una formulaciéon del principio de induccién matematica. La condiciéon
neX = s(n) € X es equivalente a s(X) C X.

2.3.2. Principio de induccién

La idea bésica es: P es un propiedad valida de 1 hasta n € N, se argumenta que su
sucesor s(n) también satisface la propiedad P, entonces P es valido Vn € N. En otras
palabras:

= P(1) es V (base)
» P(h)esV = P(s(h)) es V, entonces P(n) es V para todo n € N.

Basados en los axiomas de Peano, podemos definir:

Definicion 2.7. Adicién en N

a) a+ 1 = s(a) cualquiera sea a € N

b) a+ s(b) = s(a + b) cualesquiera que sean a,b € N

Definiciéon 2.8. Multiplicacion en N
a) a-1=a,VaeN

b) a-s(b) = a-b+ a, cualesquiera sean a,b € N.

Estas definen la ley de composicion interna en N y se cumplen Va, b, c € N:
1. Asociatividad: (a +b) +c=a+ (b+¢) y (ab)ec = a(bc)
2. Distributividad: a(b+ ¢) = ab+ ac
3. Conmutatividad: a +b=b+ay ab = ba
4. Ley de corte o cancelacion: a+b=a+c = b=cyab=ac = b=c

Se define la potenciacién en N, mediante:

Definicion 2.9. Potenciaciéon en N
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Proposicién 2.1

La potenciacién es distributiva respecto al producto: (ab)™ = a™b"

Prueba 2.1.1
Por induccién
1) n=1 = (ab)! = ab= a'b' (caso base)

1) (ab)" = a"b" = (ab)*™) = asMps)

(ab)*™ = (ab)"(ab) = a"b"ab = a"ab'"b = a*Mp*"

2.3.3. Relacion de orden

Definicion 2.10. Relacién de orden

La relacién < es una relacion de orden, es decir, satisface Va, b, c € N:
1. Reflexividad: a < a
2. Antisimetria: a < bAb<a — a=0b

3. Transitividad: a <bAb<c¢ = a<c¢

Teorema 2.2. Principio del buen orden

Si A C N es un conjunto no vacio, entonces admite un elemento minimo ag € A, es
decir, Jag € A/ag < a,Va € A.

Prueba 2.2.1

Supongamos que se verifica el principio de induccion.

Tomemos un subconjunto A C N no vacio y supongamos que no tiene un minimo.
Consideremos ahora el conjunto S de todos los niimeros menores que todos los elemen-
tos de A. Naturalmente 1 5 A, que es menor que cualquier otro nimero, luego 1 € S.
Ademas, para cadan € S = n+1¢€ 5, de lo contrario n + 1 seria el minimo de A.
Por tanto, por el principio de inducciéon S = N y A es el conjunto vacio.

Sin embargo, esto contradice nuestra hipotesis inicial, luego A debe tener un elemento
minimo.

2.3.4. Teorema fundamental de la aritmética
Previos:
» Decimos que ¢ es un maltiplo de p si 3n € N/q = np

= También decimos que n y p son factores de ¢ o que dividen a q.
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= Un elemento p € N distinto de 1 se llama primo si sus tnicos factores son el 1 y el
propio p.
Teorema 2.3. Teorema fundamental de la aritmética

Todo niimero natural p # 1 es primo o puede descomponerse como producto de niime-
ros primos. La descomposicién prima es tinica a menos de orden de los factores.

Prueba 2.3.1

Consideremos el conjunto:
P:={peN;p+#1ypno es primo ni es producto de factores primos}

Si la afirmacion del teorema fuese falso, el conjunto P seria no vacio, y por lo tanto,
por el Principio del Buen Orden, debe tener un elemento minimo. Llamemos py a
dicho elemento. Tenemos que py # 1, y pg no es primo, por lo cual tiene factores ¢, n
distintos de 1 y del propio pg, es decir, tenemos py = qn, con ¢ y n ambos menores
que pg, y ambos distintos del 1. Pero p, tampoco es producto de factores primos, por
lo cual o bien ¢ o bien n no es primo. Pero esto contradice la minimalidad de py como
elemento de P. Esta contradiccién indica que debemos tener P = {).

Falta probar la unicidad de la descomposicion prima.

2.3.5. Conjuntos finitos e infinitos

Definicién 2.11. Conjuntos finitos e infinitos

Dado un natural n € N, escribiremos:

I, ={meN;1<m<n}

Dado un conjunto X diremos que es finito, si es vacio o existe n € N y una biyeccion:
f: I, — X.

Un conjunto que no es finito es infinito.

Notas:
= Vn € N, el propio I,, es finito, con X = I,;
» Si X = () decimos que tiene 0 elementos;
= Si f: I, — X es una biyeccién, decimos que X tiene n elementos;
» Llamamos a n la cardinalidad de X, se suele escribir: | X| = n.

= Si g: X — Y esuna biyeccién, entonces f : I, — X sera una biyeccién si y solo si,
go f: I, =Y es una biyeccién. Es decir, X sera finito si Y es finito y tendran la
misma cardinalidad n.
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Numerabilidad

No todos los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad. Un conjunto es numerable si
y solo si es biyectable con N. Un conjunto es contable si y s6lo si es finito o numerable.

Ejemplo 2.20
1. El conjunto de los enteros Z es numerable.
2. El conjunto de los niimeros racionales Q es numerable.

3. R, el conjunto de los ntimeros reales no es numerable.

Teorema 2.4. Teorema de Cantor

El conjunto potencia P(A) de cualquier conjunto A tiene una cardinalidad estricta-
mente mayor que la cardinalidad de A, es decir:

[P(A)] > [A]

Prueba 2.4.1. Procedemos por contradiccion como lo hizo Cantor®. Supongamos que
existe una funciéon f : A — P(A) que es sobreyectiva, es decir, que para todo elemento
B en P(A), existe un elemento a € A tal que f(a) = B.

Considere el siguiente conjunto: C' ={a € A |a & f(a)}

C es el conjunto de todos los elementos a € A tales que a no pertenece al conjunto
f(a). Como f(a) es un elemento de P(A), f(a) C A de donde C' es un subconjunto de
A, por lo tanto, C' € P(A).

Como f es sobreyectiva, debe existir un elemento ¢ € A tal que f(c) = C.
Ahora analicemos los casos:
= Caso 1:

Sic € C, entonces ¢ € f(c) por definicion de C, pero f(c) = C, por lo que ¢ ¢ C
que es una contradiccion.

s Caso 2:

Si ¢ € C, entonces ¢ € f(c), por definicién de C, pero f(c¢) = C, por lo que
c € (', que es también una contradiccién.

En ambos casos llegamos a una contradiccion. Por lo tanto, nuestra suposicion inicial
de que existe una funcién sobreyectiva f : A — P(A) debe ser falsa, lo que implica
que la cardinalidad de P(A) es estrictamente mayor que la cardinalidad de A.

%Georg Cantor, 1845-1918, matemético ruso.

2.4. Ejercicios

Incompleto
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1. Escribe en simbolos:
= “Si no hay ruidos y no estéas sordo, entonces debes oirme”.
€Tt . . o
= “Iré al cine o al teatro, si me invitas”.

= “Si el aumento de la inflacién implica la disminucién de la balanza de pagos,
entonces, si no disminuye la balanza de pagos no aumenta la inflacién”.

= “Federico ird a Encarnacién o a Virgen del Parand si y s6lo si gana la loteria y
no se arruina con las apuestas”.

m “Siz=1ey =2, entonces z = 3. Si, si y =2, 2 = 3 entonces w = 0. x = 1.
Por consiguiente, w = 0.

2. Realiza la tabla de valores de verdad para probar:

" p®g=-(pANqg)N(pVq);

= La distributividad de la conjuncién respecto de la disyuncion.
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Capitulo 3

Estructuras algebraicas

Una estructura algebraica es una par (G, x), en donde G es un conjunto no vacio y * es
una operacion aplicable a los elementos dicho conjunto. Podrian haber méas operaciones
aplicables, por ejemplo, sin son aplicables las operaciones * y -, la estructura algebraica
seria (G, *, +).

En general, una estructura algebraica es una n — tupla : (a1, as, ..., a,), donde a; es un
conjunto no vacio dado, y {as,...,a,} es un conjunto de operaciones aplicables a los
elementos del conjunto a;.

Las estructuras algebraicas nos permiten estudiar y clasificar objetos matematicos en fun-
cién de sus propiedades algebraicas. Algunos ejemplos de estructuras algebraicas incluyen
grupos, anillos y campos.

3.1. Grupos

3.1.1. Axiomas de grupo

Definicién 3.1. Grupo

Dado un conjunto G, no vacio, una operaciéon binaria o funciéon * : G x G — G, define
en G una estructura de grupo (G, +) si se cumplen las siguientes propiedades:

G1: Asociatividad: Vz,y,2 € G = (z*y)*xz=1a% (y*2)
G2: Existencia del neutro: 3e € G |Vr € G = z*xe=exx =1

G3: Existencia de inversos: Vo € G,32' € G |z 2’ =2’ vz =e

Por lo tanto, un grupo es una estructura algebraica que consta de:
a) Un conjunto no vacio;
b) Una operacién binaria (una funciéon con dos argumentos);

c¢) Tres propiedades.
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Ejemplo 3.1
Conjunto: Z; Operacién binaria: suma (+); Propiedades:
1. Asociatividad: (3+4)+2=3+ (4 +2)
2. Neutro: el cero, 0+3=3+0=3
3. Inversos: 4+ (—4) =(—4)+4=0
En general: Vx,y, z € Z
1. Asociatividad: (z +y) + 2 =2+ (y + 2)
2. Neutro: 30 € Z/0+zx=2+0==x
3. Inversos: Vo € Z,3(—x) € Z/x + (—x) = (—z) +2 =0

(Z,

+) es un grupo.

Definicién 3.2. Grupo abeliano

En

caso de que (G, %) cumpla ademés la propiedad conmutativa,

G4: Conmutatividad: Vo, y € G — x*xy=yxx

se llama grupo abeliano® o conmutativo.

“En homenaje al matemdtico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829)

Notas:

1)

1)

11T)

V)

Se dice que la operacion (x) es cerrada en el conjunto G, si x : G X G — G, en este
caso, se dice que (G, ) tiene una regla o ley de composicién interna.

Cuando (G, *) es abeliana, es comun llamar suma o adicidn a *, se dice que * es
aditiva, suele usarse el signo +, su inverso es el opuesto y se indica ' = —a. Es
comun llamar cero al neutro y denotarlo por 0;

Cuando (G, *) es no abeliana (o no lo sabemos), decimos que * es multiplicativa, se
usa “”, su inverso se dice reciproco y se utiliza @’ = a~!. Es usual llamar unidad al
neutro y denotarlo 1.

Cuando la cardinalidad® |G| es finita, decimos que el grupo es finito.

Dado un grupo (G, %), a € Gy m € Z, por convenciéon a™ = a * a * -+ - * a, con
. — !/

m factores sim > 0,y a™ = (™)™ = (a*a*---%a) =a xa *---xd con |m|

factores a’ si m < 0.

Wer seccién 2.3.5
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Definicion 3.3. Monoide

El par (M, *), donde M # (), y * es una funcién, es un monoide® si y solo si * es una
ley de composicion interna en M.

“Corresponde a la definicién dada en [1].

Definicién 3.4 (Idempotencia). Si (G,*) es un monoide, es decir, una estructura alge-
braica con una ley de composicién interna, se dice que g € G es idempotente si g*x g =g

La idempotencia es la propiedad de realizar una operacion determinada varias veces y
aun asi obtener siempre el mismo resultado que se obtendria si se realizase una sola vez.

Definicién 3.5. Semigrupo

El par (A, %), donde A # (), y % es una funcién, es un semigrupo si y solo si * es una
ley interna y asociativa en A.

Proposicién 3.1 (Unicidad del neutro). En cualquier grupo el neutro es inico.

Prueba 3.1.1. Sae (G, *) un grupo cualquiera. Supongamos e, e’ € G dos elementos que
cumplen la propiedad del neutro:

{VIEG: exr=x*xe=2x

Ve e G: exr=xxe =x

Entonces:
x=-c¢: exe =e xe=¢
=e: exe=cecxe =e¢

por tanto:

Proposiciéon 3.2. Ley de corte o de cancelacién

Sea (G, *) un grupo. Va, b, c € G se cumple:
a) Ley de corte por la izquierda: a xb=a*xc = b=c¢
b) Ley de corte por la derecha: bxa =cxa = b=c

Prueba 3.2.1. Para demostrar a) basta con premultiplicar por el inverso a’ y en b)
posmultiplicar.

Se dice que los elementos son regulares si se cumple la ley de corte.

Proposicion 3.3 (Unicidad del inverso). Para cualquier elemento v € G existe un inverso
Y es unico.

Prueba 3.3.1. Sea (G, *) un grupo cualquiera. Supongamos z’, 2" € G dos elementos que
cumplen la propiedad del inverso:

Ve e G : zxx' =’ xx=c¢
Ve e G zxx' =x"xx=e
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Entonces:
rxxr =xxa’

por ley de cancelacion:

Definicién 3.6. Orden de un grupo

Sea (G, *) grupo. Llamamos orden de G al niimero de elementos de G (si G es finito).
Lo denotamos por o(G) = |G| = card(G) = #(G)

Decimos que G es de orden par u orden impar si o(G) es par o impar respectivamen-
te.

El grupo de orden 1, llamado grupo trivial, es el que consta de un solo elemento, el cual
debe ser el neutro para cumplir con las propiedades de grupo. Es comun utilizar tablas
para representar las operaciones, denominadas tablas de Cayley?.

Los conjuntos correspondientes a los grupos de orden 1, 2 y 3 son {e}, {e,a}, {e, a,b}.
Sus respectivas tablas de Cayley se muestran en la tabla 3.1:

e a
* | e

el e a
e | e

a|a e

Tabla 3.1. Tablas de Cayley para grupos de orden 1, 2 y 3.

= Notar que cada fila y columna contiene todos los elementos del grupo. No existen
duplicados en ninguna fila ni columna.

= Estos grupos son abelianos ya que las tablas son simétricas respecto de la diagonal
principal.

= Notar la similitud con las operaciones entre niimeros enteros, si convertimos * —
+,e - 0,a — 1,b — 2, que se muestran en la tabla 3.2, en este caso se dice que
el grupo (G, *) es isomorfo con su correspondiente (Z,, +). Més adelante se veran
estos conceptos con mas detalle.

+10
00

Tabla 3.2. Tablas de Cayley para enteros modulo 1, 2 y 3.

= o+
—_— OO
O ==

2En homenaje al matematico britdnico Arthur Cayley (1821-1895)
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Tarea: Realizar las tablas de Cayley para grupos de orden 4.

Ejemplo 3.2. Grupo de Klein

El grupo de Klein® es abeliano con 4 elementos, en el cual cada elemento es su propio
inverso (propiedad involutiva), y componiendo cualesquiera dos de ellos, a excepcién
del neutro, produce el tercero, es decir:

V={eabc}; a*=b=(@)’=c"=e

QO o Q O ¥
O T o0
>0 0 8
L O O oS
o Q@ 0|0

Tabla 3.3. Tabla de Cayley para el grupo de Klein.

“En honor al matemadtico aleman Felix Klein (1849-1925).

3.1.2. Grupos de ntimeros
Sistemas numéricos.

Veamos el concepto de grupo para los sistemas numéricos N, Z, Q, R, C y las operaciones
usuales de suma (4) y multiplicacién (+).

En la fig. 3.1 se representan graficamente. Se observa que: NCZ C Q C R C C.

N1 @D @D ®D]CH

(Nv ) (Z’ ) (@*v ) (R*’ ) ((C*v )
Asociativa v v v v v
v v v v v
Neutro 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
Inversos X v v v v
X X v v v

Tabla 3.4. Comprobaciéon de las propiedades de Grupo para sistemas numéricos. Los con-
juntos con * indican que se excluye el cero. Los 7 grupos que comprueban las tres propie-
dades, ademas, son abelianos.

Notar que, a partir de (Z,-) se deduce que restringiendo al par ({—1,1},-), este cumple
las propiedades de grupo.

3.1.3. Grupos de matrices

Consideremos M,,,«,(R), el conjunto de todas las matrices m xn con m,n € Ny elementos
reales, el conjunto también puede ser representado por R™*",
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— o
DD o
oo
Z,

o 1 2 3 No
3 9 10 1 2 3 7
~15 0,3 p/q
3 S 00 1 2 3 Q
—/2 0,3 e T
) 3 2 1 0 1 2 3 R
2i
o o(2,1)
V2 I
) 3 2 -1 o0 1 2 3 R
—1

Figura 3.1. Representacion grafica de los sistemas numéricos.

11 - Qin

Am1  °° Qmn

Suma de matrices

Dadas las matrices A = (a;;) y B = (b;;), se define la suma: S = A+ B = (s;;) de modo
que s;; = a;; + b;j, es decir, la matriz S tiene como elementos la suma de los elementos

correspondientes de A y B.
1 2 . 5 6| |6 8
3 4] |7 8 |10 12

Notar que la suma elemento a elemento ocurre en R, conforme a la definicién dada en
(3.1). Por lo tanto, probar que (M,,x,(R),+) es un grupo se reduce a probar que (R, +)
es un grupo, lo cual ya fue analizado junto con los demas sistemas numéricos, y se vid
que (R,+) es un grupo abeliano, con lo cual,

Ejemplo:

las matrices cuadradas con la operaciéon suma, cumplen:

G1 Asociatividad: (A+B)+C=A+(B+C) V
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000
G2 Neutro: egy3 = [O 0 ()]; Cmxn =

G3 Inversos (opuestos): (a;;) = (—a;;)
G4 Conmutatividad: A+ B=B+A
por tanto:

(M,,xn(R), +) es un grupo abeliano.

El producto indicado m X n se conoce como orden de la matriz, asi se dice por ejemplo

de Ayy3 es una matriz de orden 2 x 3.

Grupos de vectores

Un caso especial de matrices son los vectores. Consideremos, el conjunto de vectores en

Rn.
a1

M, (R) = la; ERY=R*"=Rx---xR
—_———

n VECES
Qn

con la operacion usual de suma.
Vectores con la operacion suma. Vu, v, w € R™ se cumple:
G1 Asociatividad: (u+v)+w=u+ (v+w) Vv

0

G1 Neutro: e; = [8], en=1:1,a,=0
0

G1 Inversos (opuestos): v/ = —u v

G1 Conmutatividad: u+v=v+u Vv
(R™,+) es un grupo abeliano.

Los vectores en R? se representan en la fig. 3.2:
1) Neutro: (0,0)

11) Inverso de u = (uq,uz) es —u = (—uy, —uy).

Producto de matrices

Dadas las matrices A = (aix) € Mipsn ¥ B = (bij) € My,

aiy 0 Qip by - by Ci1 -+ Cir

m1 - Amn bnl bnr Cm1 **° Cmr

donde:
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R
—u = (—uy, —usg)
Figura 3.2. (R?,+) es un grupo abeliano
Cij = Z aikbkj (3-4)
k=1
es, por definicién, el producto de matrices.
Ejemplo:
l 1 2 3] g B [17]
1 1 _
0 ) 3
Notas:

1)

1)

I11)

v)

La operacion es -+ : M,xn X My, — My, es decir, (4, B) — C. El ntimero
de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B para que se realizable el
producto. La matriz C' es de orden igual al nimero de filas de A por el nimero de
columnas de B.

Las matrices de orden m X n con m # n son llamadas matrices rectangulares y
cuando m = n se dice que son cuadradas.

El producto de matrices es asociativo, es decir:
(Amxn : anr) : Cr><s = Am><n . (anT . Cr><s)

Como puede comprobarse de la definicion.

Las matrices rectangulares con la operacion de multiplicaciéon definida en (3.4) no
forman un grupo, pues la operacién no es cerrada, es decir, en general las matrices
A, B,C, con C'= AB no son del mismo orden, en otras palabras, no son del mismo
conjunto, de donde no se cumple la condicién - : G x G — G, dada en la definicién
de grupo.

Consideremos solo matrices cuadradas M,,«,(R) = M, (R), en este caso, la operacion de
multiplicacién (-) es cerrada, esto es:
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-:M,, xM, - M,
G1: Asociatividad: (AB)C = A(BC) v
G2: Elemento neutro: v/

L0 oo

Iy= |1 - ;az’j:5ij:{0 S”;J’
si i

0 .- 1 J

I,, es la matriz identidad de orden n; d;; se conoce como delta de Kronecker?.
G3: Inversos X
No toda matriz A € M,, tiene inversa, como se vera mas adelante en el curso.

de donde, en general las matrices cuadradas de orden n con la operacion de multiplicacion
no son un grupo, se cumple que:

(M,,(R), +) es un semigrupo con elemento neutro.

Se llaman matrices invertibles aquellas que admiten inversa. La inversa de A se denota
como A~!. Esto nos lleva a la definicién siguiente:
Definiciéon 3.7. Grupo General Lineal

Dado el conjunto de matrices cuadradas invertibles con entradas en R:
GLn(R) = {A € M,,(R) | A} C M, (R)

y la operacién de multiplicacién de matrices (+).

(GL,(R), ) se llama grupo general lineal.

Notar que (GL,(R),-) es efectivamente un grupo.

Se vera mas adelante en el curso que el determinante de matrices invertibles es distinto
de cero. Incorporando este concepto de determinante definimos otro grupo mas pequeno
que el anterior.

Definicién 3.8. Grupo Especial Lineal

El conjunto de matrices cuadradas invertibles con determinantes iguales a uno:

SL,(R)={A e M,(R)|det A=1}
con la operaciéon de multiplicacién matricial, (SL,(R), +) se llama grupo especial lineal.

Notar que:
SL,(R) c GL,(R) ¢ M, (R)

3En homenaje al matemdtico aleman Leopold Kronecker (1823-1891).
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3.1.4. Homomorfismo de grupos

Definicién 3.9. Homomorfismo de grupos

Dados los grupos (G, *) y (H,+), un homomorfismo de G a H es una funcién ¢ : G —
H /Ya,b e G = ¢(a*b) = ¢(a) - o(b).

(G7 *) (H7 )

¢(axb) = ¢(a) - $(b)

Dominio Codominio

Figura 3.3

Propiedades basicas
1. La imagen del neutro de G es el neutro de H: ¢(eq) = ep.

P(a) = ¢laxeq) = ¢(a) - dleg) = ¢(a) - ey = dleq) = en

por elemento neutro en (G, *), homomorfismo, elemento neutro en (H,+) y ley de
cancelacion.

2. La imagen del inverso de todo elemento en G es el inverso de su imagen en H:

¢(aly) = d)y o, en otra notacién: f(z~1) = [f(z)] "

1

VeeGiaxxx'=e = flrxaz')= f(e)

por homomorfismo y propiedad 1:

f@)-fa) =en = fla™) =[f(x)]"

En un diagrama:

(G, %) (H,)

Dominio Codominio
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Se dice que:
1) ¢ es un monomorfismo si es inyectiva;

1) ¢ es un epimorfismo si es sobreyectiva;

I11) ¢ es un isomorfismo si es biyectiva;

IV) ¢ es un endomorfismo si G = H;

V) ¢ es un automorfismo si es un endomorfismo biyectivo.
A veces deja de escribirse * y + de modo que ¢(ab) = ¢(a)p(b), sin embargo no debe
perderse de vista que ab ocurre en G y ¢(a)p(b) en H.

Ejemplo 3.3

Dados (R, +) grupo de niimeros reales para la adicién y (R™, -) grupo de ntimeros reales
positivos para la multiplicacién. La aplicaciéon f : R — R* definida por f(z) = 2% es
un homomorfismo ya que:

fla+y) =2"" =272 = f(2)f(y)

En particular, f es biyectiva, luego (R, +) y (R™,-) son isomorfos.

Ejemplo 3.4
Para cualquier grupo G

1. El mapa nulo ¢ : G — G, dado por ¢(z) = eq, Vo € G y el mapa identidad
id : G — G, dado por id(z) = x,Vx € G, son endomorfismos.

2. Sia € G, el mapa C, : G — G/C,(b) = a'ba es un automorfismo. En efecto:
Ca(bc) = a *bea = a 'b(aa ) ca = (a'ba)(a " ca) = Cy(b)Cy(c)

es un homomorfismo, falta verificar que es invertible, su inversa es Cy,-1 : G — G
(verificar).

Ejemplo 3.5

Dados (R*, x) grupo de nimeros reales positivos con la operacién de multiplicacién y
(R, +) grupo de ntimeros reales con la adicién. Probar que la aplicacién f : Rt — R
definida por f(z) = Inz es un isomorfismo.

Es un homomorfismo ya que In(zy) = Inx + Iny. Para probar que es un isomorfismo
debemos mostrar que f es biyectiva.

a) fesl-lsif(z)=f(y) = =y

Inx Iny

Inr=hy = e""=e" —= x=y

f es inyectiva.
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b) f es sobreyectiva pues Im(f) =R

Y,

Inzx

&V

Rango: (—o0, 00)

De donde f es biyectiva, por lo tanto los grupos mencionados son isomorfos bajo la
funcion logaritmo natural.

3.1.5. Grupos de simetrias
Grupos de funciones

.Cémo construimos grupos cuyos elementos sean funciones? ;Cual debe ser la opera-
cion?

Una funciéon asigna a un elemento de A un tnico elemento de B, f : A — B, es una regla
de correspondencia, por lo que la opciéon natural es adoptar la operacién de composicién,
ahora bien, la composicién, en general “cambia de conjunto”

AL BL =A%

La operaciéon debe ser cerrada:

AL A% A= A204

Adoptamos la notacién B4 = {f : A — B}, de donde: A4 = {f: A — A},

Como la composicion es asociativa y tiene elemento neutro, hasta aqui podemos decir
que:
(A%, 0) es un semigrupo con neutro 14 : A — A/14(z) =z

No es un grupo porque no toda funcion tiene inversa, en este sentido es similar al caso de
las matrices visto en 3.1.3, para que una funcién admita inversa debe ser biyectiva (ver
1.3.6).

Grupos de permutaciones
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Definicion 3.10. Permutacién

Dado un conjunto A, una permutaciéon sobre A es una funciéon biyectiva f: A — A

Notacién Sy = {f : A — A| f es biyectiva}.
Conforme a todo lo dicho:

S4,0) es un grupo.
( g

En particular, consideremos un conjunto finito A = {a4, ..., a,}, de n elementos, es decir,
|A| = n. En este caso se escribe Sy = S, el cual recibe el nombre de grupo de simetrias

de A.

Por ejemplo: para n = 3 el conjunto seria A = {a,b,c}, y el de simetrias denotamos por

Ss.
. Cuéles serian los elementos de S3?7

La cantidad de asociaciones posibles, es decir, la cardinalidad de A4 sean las funciones
biyectivas o no, es 3> = 27, si restringimos solo a las biyectivas, tenemos |Ss;| = 3! =
6.

El conjunto S3 con sus 6 elementos es:

g _ a b c a b c a b c a b ¢ a b c a b ¢
P a b c)’ a ¢ b \b a c)]” \b c al’ \c a b)’ \c b a
= {5 01 g3 ¢1 ¢2 02}

En donde los elementos no deben entenderse como matrices, aunque se denomina no-
tacion matricial, en cuyas primeras filas se muestran los elementos de A y en se-

;) es la permutacion que aplica

a+>1,b— j,c+— k. Como ejemplo se muestran los diagramas de la fig. 3.4.

. . ) a
gundas filas sus asignaciones correspondientes, (
i

A

g3

Figura 3.4

Si colocamos los elementos de A en un tridngulo equilatero, trazando bisectrices en cada
angulo, como se muestra en la fig. 3.5, cada elemento de S3 puede entenderse como:

» Identidad: i4 = ¢

» Reflexiones (0): respecto a cada bisectriz.
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Figura 3.5

« Respecto de la bisectriz que pasa por a: o1 (a es un punto fijo)
» Respecto de b: gy (b es un punto fijo)
« Respecto de ¢: g3 (¢ es un punto fijo)

= Rotaciones (¢): los elementos giran® y se reubican en nuevos vértices.
e ¢1:ar>bb— c,c— a,es decir: (a,b,c) — (b, c,a)

o ¢9:ar>c,c— bbb a,es decir: (a,c,b) — (¢,b,a)

S3 = {57 01,02,03, ¢17 ¢2}

El conjunto S3 se conoce como simetrias del triangulo, similarmente S; contiene las
simetrias del cuadrado. En general las simetrias son transformaciones de reflexiones y
rotaciones que mantienen las formas. Estas simetrias forman un grupo llamado grupo de
simetrias 5,,. Cuando la forma es un poligono regular el grupo de simetrias es llamado
grupo diédrico D,,.

Utilizando nimeros A = {1, 2,3} en sustituciéon de {a, b, ¢} se tiene la tabla 3.5.

Alel|lr|r|f|rf]|r3f

171132 |1 2 3

2121113 (3] 1 2

313121213 1
Tabla 3.5

En donde hemos llamado r a una rotacién y f a una reflexion:

e=e T=01 1’°=¢;
f=oi rf=o03 r’f =0y

Los grupos de simetrias para diferentes triangulos son:
» Equilatero: {e,r,r% f,rf,r?f};

» Isosceles: {e, [};

4El giro es de 60° (en general 360/n), en sentido antihorario de acuerdo a cémo fueron colocados
a,b,cen la fig. 3.5
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» Escaleno: {e}
Tarea: Escribe el grupo de simetrias del cuadrado y del rectangulo.
Composicion de funciones en S;

Se muestra en la fig. 3.6 un ejemplo de composiciéon de funciones y en la tabla 3.6 la
composicion de todos los pares de funciones, la operacion es:

000_1230123_123_¢
37T 2 1 03 132 \312) 7

03

€ € 01 0y 03 ¢1 P
oy |01 € ¢1 ¢ 02 O3
oy |02 P2 € @1 03 Oy
o3 |03 @1 Q2 € 01 O
¢1| Q1 03 01 02 ¢ €
G2 | Q2 02 03 01 € ¢

Tabla 3.6. Grupo (53, o).

G1: Asociatividad v/
G2: Elemento neutro: € v/
G3: Inversos: v/

» Todos son sus propios inversos a excepcion de ¢ y ¢o que son inversos entre
si.

G4: Conmutatividad: X

3.1.6. Subgrupos
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Definiciéon 3.11. Subgrupo
El subconjunto no vacio H de GG, es un subgrupo de (G,*) si y solo si (H,*) es un
grupo.
Notar que como el neutro es inicoy H C G = eqg =eg
Subgrupos:
L (Z,+) < (Q+) <R, +) < (C,+)
2. ({1,-1},) < (@Q@\ {0}, ) < (R\ {0},-) < (C\{0},-)

Teorema 3.4. Condicién suficiente para existencia de subgrupo
Dado el grupo (G, ), si H C G, con H # (), que verifica:
ace HNbeEH = axb e H

entonces (H,*) es un subgrupo de (G, *).

Prueba 3.4.1
= Asociatividad: se verifica por ser H C G.

» El neutro pertenece a H. En efecto: H #0) — Ja e H
acHNa€eH — axd e H — ec H

s Todo elemento de H admite inverso en H.
ec HNaeH — exd e H = d € H

= H es cerrado para *
a€eHANbeEH — ac HANV e H = ax (V) e H =

axbe H

Es facil verificar que la condiciéon también es necesaria.

Observemos que los enteros pares forman subgrupo de (Z,+) pero los impares no {por
qué?

Definicién 3.12 (Subgrupo trivial). Sea (G, *) un grupo no vacio, consideremos el con-
junto H = {e}, claramente H C G, se cumple que (H,*) es un subgrupo de (G, *),
pues:

e€c HNe€e H = exe=ec€ H

Al subgrupo (H, %) definido de esta manera se le llama subgrupo trivial.
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Definiciéon 3.13. Subgrupo ciclico

Sea (G, *) un grupo y a € GG, consideremos el conjunto H = {a" : n € Z}, (H,*) es
un subgrupo de (G, *).

Prueba 3.4.2. Sean g,h € H entonces 3m,n € Z/g = a™ A h = a™, en consecuencia
gxh™ P =a"xa™" =a™" € H asi tenemos que (H, *) es un subgrupo de (G, *)

Notemos que si a = 1 entonces H = {a" : n € Z} = {1g}, pero si a # 1g en H
tenemos al menos dos elementos:

a=a'ylg=4d"

Al subgrupo (H, %) se le llama subgrupo ciclico generado por a y se denota por

H = {a)
Sea G un grupo y a € G:
= Notacion multiplicativa:
at=a,d=1,a"=a---a,¥n>2; a"=(@") " =a't--a?’
~—— S———
nuveces nuveces
= Notacién aditiva:
la=a, 0a=0,na=a+--+a,Vn>2;, —na=-a—---—a
—_——— —_——
nuveces n veces

Ejemplo 3.6

El grupo (Z,+) es ciclico, pues cualquier elemento p € Z es de la forma: p = 17 =
I1+1+---+1=1-p

pueces

Q,R y C no son ciclicos. El grupo de niimeros pares (2) es ciclico. El menor grupo ciclico
es el trivial.

Utilizando la notaciéon multiplicativa los subgrupos ciclicos con generador x deben ser de
la forma:
(y={..., a3 o2 a7 1,2 2% ...}

En la notacion aditiva tenemos:

<y> - { ) _3?/7 _297 -v, 07 Y, 297 3?/7 s }
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Definicion 3.14. Orden de un elemento

Sean (G,*) un grupo y a € G. Consideremos al conjunto {n € Z* : a" = 1g}. Se
define el orden de a como:

o(a) = |a] =min{n € Z* : a" = 1¢} € Z*

en este caso diremos que a es de orden finito.

Si{ne€Z":a" =1} = () definimos el orden de a como o(a) = .

» Notar que o(lg) =1y es tnico, i.e., la € G con o(a) =1 (a = 1g).

= El orden del generador coincide con el del subgrupo ciclico que genera:

Ejemplo 3.7

Sea G ={1,i,—1,—i} siendo i = y/—1 la unidad imaginaria. Su tabla de Cayley para
la operacion de multiplicacion es:

X 1 vt —1 —i
1 1 v —1 —i

Notar que el grupo es abeliano y ciclico, generado por i, es decir G = (i). El elemento
neutro es el 1.

El orden del elemento —1 es 2, porque (—1)? = 1, el orden del elemento generador 4
es 4, porque i* = 1, que es igual al orden |G| del subgrupo generado.

Ejemplo 3.8

Considerando el grupo de simetrias del tridngulo equildtero D3z = {e,r, 72, f,rf,r*f},
en donde r es una rotaciéon y f una reflexion.

Como 73

] =2

= ¢ el orden de r es |[r| = 3, andlogamente, como f? = ¢ el orden de f es

Tarea: Probar que:
1. Si un grupo es ciclico, entonces es abeliano.
2. Cualquier subgrupo de un grupo ciclico, también es ciclico.
3. Cualquier grupo (G, +) de orden 1, 2, 3 0 4 es abeliano

Sean (G, *) un grupo y {G;}ies una familia de subgrupos de (G, *)
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Teorema 3.5

La interseccién de toda familia no vacia de subgrupos de (G, %) es un subgrupo.

Prueba 3.5.1
H) (G, %) es grupo. {G;} es tal que (G, *) es un subgrupo de G,Vi € I.
T) ( ic1 Gi, %) es subgrupo de (G, %)
1) Vi:e € Gy, pues (Gy, %) es un grupo: € € Nc; Gi = Nies Gi # 0
11) N;er Gi C G por definicién de inclusion
1) Sean a,b € Nig;Gi = a € Gy Nbe G, Vi =

a*b’G GHVZ = axl Gﬂie[
Esta propiedad no se verifica en el caso de la unién.

Definicion 3.15. Nucleo de homomorfismo

Ntcleo o kernel del homomorfismo f : G — G’ es la totalidad de los elementos de G,
cuyas imagenes por f se identifican con el neutro de G'.

N(f) =ker f={z € G/f(x) =€}
Es claro que el ntcleo de f es la preimagen de €.

G G’

G =
/

Dominio Codominio

Figura 3.7

Proposicién 3.6. El nicleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del primero.
Prueba 3.6.1. En efecto:
» Va,b € ker f = f(ab) = f(a)f(b) = eqreqr = ecv —> ab € ker f.

mackerf = fla)=[f(a)] " =eg =ew = a'Ekerf
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Proposicién 3.7. El homomorfismo [ : G — G’ es inyectivo, es decir, un monomorfismo
st y solo si el nicleo es unitario: ker(f) = {e}.

Prueba 3.7.1. :

» Si f es inyectivo, entonces Va € G A a # eg debemos tener f(a) # f(eg) = eq, es
decir, ker f = {eq};

= Reciprocamente, si ker f = {eg}, entones: f(a) = f(b) = f(a)[f(D)] ' =ey =
flab)=eg = ab'=ec = a=0b

Definicién 3.16. Imagen de un homomorfismo

Es la totalidad de las imagenes de los elementos del primer grupo.

Proposicion 3.8. La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del sequn-
do: Im(f) CG".

Definicién 3.17 (Subgrupo distinguido). El subgrupo (H,*) de (G,*) es distinguido
si y s6lo si existe un grupo (G’,*’) y un homomorfismo f : G — G’, cuyo ntcleo es H.

En simbolos:
H C G es distinguido <= 3G’ grupo, y f : G — G’ homomorfismo /N(f) = H
Subgrupos distinguidos de todo grupo (G, *) son el mismo Gy {e} [1] p249.

3.1.7. Subgrupo normal
Relacion de equivalencia y clases

Sea (H,#) un subgrupo de (G, ). Definimos en G la relacién ~ mediante: a ~ b <=
a'xb € H, es decir, dos elementos esta relacionados si y sélo si la composicion del inverso
del primero con el segundo pertenece a H.

La relacién es de equivalencia pues verifica la reflexividad a ~ a, simetriaa ~b = b~ a
y transitividad a ~ b A b~ c = a ~ ¢, en efecto

Prueba 3.8.1
Propiedades de equivalencia:
1) Reflexividad: a =g a <= aa™! =¢c € H;

11) Simetria: Sia =g b = ab™' € H luego (ab™')™' € H, asi ba™! € H. De modo
que b=y a

111) Transitividad: Sean a =g by b =g ¢ luego ab™!, bc™! € H multiplicando ambos
elementos (ab™1) (bc™1) = aec™! = ac™ € H. Se tiene que a = c.

Concluimos que a =g b es una relacion de equivalencia.

Algunas definiciones Va € G AN H C G:
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= Conjugado: Para a,b,g € G, se dice que b es el conjugado de a por g si existe
este elemento ¢ tal que b = g 'ag.

» Clase® lateral izquierda de H: es el subgrupo aH = {ah;h € H}
» Clase lateral derecha de H: es el subgrupo Ha := {ha;h € H}
» Grupo conjugado® de H: es el subgrupo a 'Ha := {a 'ha;h € H}

» Centro de G: Z(G) = {z € G/zx = x2¥Vx € G}. Subgrupo que contiene todos los
elementos que conmutan con cualquier elemento de G.

Definicién 3.18. Subgrupo normal o invariante

El subgrupo (H, *) de (G, *) es normal o invariante, si y solo si se verifica: t € GAy €
H = zxyxz'eH

En otras palabras, en un grupo normal, el conjugado de un elemento de H pertenece a
H.

Notas:
1. Notacién: H <G se lee H es un subgrupo normal (o invariante) de G;
2. En toda G siempre existen por lo menos dos subgrupos normales:
» El subgrupo trivial: {e};
» El grupo entero: G
3. Un subgrupo es distinguido si y so6lo si es invariante.

Proposicién 3.9 (Subgrupos de grupos abelianos). Todo subgrupo de un grupo abeliano
es normal, es decir:Vx,y 2 € GAyE H = axyz ' =xaly=ey=y € H;

Definicién 3.19 (Grupo simple). Un grupo simple es un grupo no trivial con exacta-
mente dos subgrupos normales, el subgrupo trivial y ¢l mismo.

Proposiciéon 3.10. Si f : G — H es un homomorfismo, entonces ker f C G es un
subgrupo normal.

ker f I G

Prueba 3.10.1. En efecto: Va € G A b € ker f
f(a™ba) = f(a™)f(b)f(a) = f (a)enf(a) = [ (a)f(a) = en

asi:

a !(ker f)a € ker f

La definicion 3.18 es equivalente a decir que si H es un subgrupo normal de GG, entonces
las clases laterales izquierda y derecha de H son iguales, es decir:

H«G = gH =Hg (3.5)

La expresion Hg no es otra cosa que operar h* g =hgVhe Hy g € G.

=4 K ’ .
°Algunos autores utilizan los términos: coclase o cogrupo en vez de clase.
60tros llaman coclases a las clases laterales y clases a los grupos conjugados.
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Ejemplo 3.9

Recordemos el grupo (S3,0) con la tabla 3.6, que reescribimos aqui:

O € 01 0y 03 ¢1 P
€ € 01 0y 03 Q1 P
oy |01 € @1 ¢ 02 O3
oy |02 P2 € @1 03 Oy
o3 |03 1 Q2 € 01 02
$1| Q1 03 01 02 ¢ €
G2 | @2 03 03 01 € ¢

El conjunto H = {e, 01} es un subgrupo de Ss, sus clases a derecha e izquierda son:

Clases a derecha ‘ Clases a izquierda
H={e,0:} H={e 01}
Hoyr = {¢1, 02} o1 H = {¢1, 03}
Hoy ={¢2,03} | ¢2H ={¢2,02}

Se observa que las clases a derecha e izquierda no son iguales, por tanto, H no es un
subgrupo normal de Ss.

Definicion 3.20. Producto de clases laterales

Sea HaG y sean Ha 'y Hb clases laterales de H definimos el producto de clases laterales
derechas como (Ha)(Hb) = Hab.

Veamos si este producto esta bien definido.

Prueba 3.10.2

Sean ay,ao € Ha y by,by € Hb se debe probar que a1b; € Hab y asby € Hab o, lo que
es lo mismo, a1by =g asbs.

Se tiene que, si
CL1€H(IE|h1€H|CL1:h1a2, bleHb3h26H|b1:h2bz

luego:
arby = (h1a2)(h2b2) = h1(a2h2)52

pero por ser H un subgrupo normal Hg = gH Vg € G, asi

a1b1 = h1<a2h2)bg = hl(hgag)bg = (hlhg)ang — (albl)(agbg)_l = hlhg € H
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3.1.8. Grupo cociente

Teorema 3.11. Grupo cociente

Si H <G y sea el conjunto G/H = {g/g € G} = {Hg/g € G}, entonces G/H es un
grupo bajo la operacién (Ha)(Hb) = Hab,Va,b € G.

Definiciéon 3.21. Grupo cociente

El grupo (G/H, ) a que se refiere el teorema 3.11 se llama grupo cociente de G por
la relacion de equivalencia compatible con .

Notas
= G/{e} =G;
» G/G = {e}

Ejemplo 3.10

(Z,+) es un grupo abeliano. Sea H el conjunto de los multiplos de 5, esto es, H =
{...,=10,-5,0,5,10,... }. Las clases laterales izquierda de H en Z son:

0+H=1{...,—10,-5,0,5,10,...}
1+H=1{.,-9,-4,1,6,11,...}
24+ H=1{.,-8-32712...}
3 }
4 }

+H={..,-7,-23,813, ...
+H={..,-6-149,14,...

W ol NI = O
I

Notar que las clases laterales derecha z = H + x seran iguales a las izquierdas, por
tanto, (H,+) es un subgrupo normal, H < Z.

Para cualquier otro entero n € Z, n = n+ H coincide con una de las clases anteriores.

Luego, el grupo cociente Z/H = {0, 1,2, 3,4} forma un grupo para la adicién segin el
teorema 3.11. La siguiente es la tabla de adicion:

+10 12 3 4
0/0 12 3 4
1112340
212 3401
313401 2
41401 2 3
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Grupos finitos

Se G un grupo. Por definiciéon G es finito si y s6lo si |G| = n. Orden de un grupo finito es
el nimero cardinal del mismo.

Definicién 3.22. Indice de un subgrupo

Sea H un subgrupo del grupo finito G. El grupo cociente G/ H, de las clases a izquierda
de H, es finito y su cardinal se llama indice del subgrupo H en G.

El indice de H en el ejemplo 3.10 es igual a |Z/H| = 5.

Teorema 3.12

Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito GG, entonces toda clase izquierda de
H tiene k elementos.

H) (G,*) es grupo finito; |H| = k.
T) |gH| =k Vg € G.

Prueba 3.12.1

Debemos probar que H y gH son coordinables, y para ello difinimos:
f: H — gH mediante f(a) =g *a

1) f es la restriccién de la translacion a izquierda f, : G — G al subconjunto H y
en consecuencia es inyectiva.

11) f es sobreyectiva, pues para todo y € gH existe z = ¢’ x y tal que:
fl@)=[flg'xy)=g*g*x=ux

En consecuencia, f es biyectiva y |[gH| = |H| =k

Teorema 3.13. Lagrange

El orden de todo subgrupo de un grupo finito es divisor del orden del grupo.

Prueba 3.13.1
En efecto:

Si H es un subgrupo de G y o(H) = k por el teorema 3.12 el cardinal de toda coclase
a izquierda de H es k, y como estas son disjuntas, resulta:

o(G) = mk = mo(H)
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es decir:

o(H) | o(G)

3.1.9. Aritmética modular

La aritmética modular es un sistema aritmético para clases de equivalencia de nimeros
enteros llamadas clases de congruencia. Es uno de los aportes mas significativos de
Gauss a la Teoria de Ntiimeros, en su famoso Disquisitiones Arithmeticae (Investigaciones
sobre aritmética) de 1801.

Consideremos el “reloj” de la fig 3.8. Se conoce como enteros maodulo 4 al conjunto Z, =

{0,1,2,3}.

2

Figura 3.8. Enteros médulo 4

Veamos las operaciones de suma y multiplicacién en Z,.

Suma

Para la operacion suma se tienen los valores de la tabla 3.7.

+
0
1
2
3

w NN = OO
S W N R
_— O W NN
N = O W W

Tabla 3.7. Enteros médulo 4 con la operacion suma. Es un grupo abeliano.

La operacién es cerrada ya que:
+ 2y XLy — Uy
Ejm: observando la tabla 3.7(1,3) — 0
G1: Es asociativa v/

G2: Elemento neutro: 0 v/
G3: Inversos: v/
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e 0 es su propio inverso;
e 2 es su propio inverso;
e 1y 3 son inversos.
G4: Es conmutativa v/
(Z4,4+) es un grupo abeliano y finito.
En general, para los enteros mudulo n con la operacién suma:

(Zy,+) es un grupo abeliano finito.

Producto
- (Z4’ )

Para la operacion producto se tienen los valores de la tabla 3.8.

S O O OO
W NN = O
O N O
N W O W

W NN = O

Tabla 3.8. Conjunto de enteros modulo 4 con la operacién producto.

G1: Es asociativa v/
G2: Elemento neutro: 1 v/
G3: Inversos: X
(Z4,+) no es un grupo, es un semigrupo con neutro.
= (Z3,)

Si se excluye el cero, se tiene la tabla 3.9.

1 2 3
111 2 3
212 1 3
313 3 1

Tabla 3.9. Enteros mddulo 4, excluyendo el cero (Zj, -).

G1: Es asociativa v/
G2: Elemento neutro X
(Z},+) no es un grupo, es un semigrupo.
= (Z5,-)

Si se excluye el cero, se tiene la tabla 3.10.
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— oMo

1
2
Tabla 3.10. Enteros médulo 3, excluyendo el cero (Z3, -).
G1: Es asociativa v/
G2: Elemento neutro: 1 v/
G3: Elemento inverso: v/
o 1 es su propio inverso;
o 2 es su propio inverso
G4: Es conmutativa: v/
(Z%,+) es un grupo abeliano.
Proposicién 3.14. (Z;;, -) es un grupo multiplicativo abeliano si y sdlo si p es primo.

Observemos ahora la fig. 3.9 imaginando el giro sin deslizar de la rueda, vemos que los
numeros enteros tienen relacion con 0,1,2 o 3 dependiendo de su posicion, esta relacion
es de congruencia.

Figura 3.9

Notemos que a cada x € Z le corresponderd el elemento de Z, que resulta de tomar el
residuo de la divisién de x entre 4. Los posibles residuos de la division de un entero entre
4 son 0, 1, 2, 3, en general:

Por lo tanto, podemos decir que todos los nimeros de Z con el mismo residuo de la division
entre 4 seran equivalentes (se puede verificar facilmente que cumple con las propiedades
de equivalencia), se dice que son congruentes médulo 4.

Por ejemplo:
4753 = 1 (mod 4); 1234 = 2 (mod 4)

Dos enteros a,b € Z son congruentes modulo n si al dividir entre n dan el mismo resi-
duo.

Proposicién 3.15

La congruencia médulo n, con n entero positivo fijo, es una relacion de equivalencia.

100



Los enteros modulo n pueden considerarse como el conjunto de clases que se forman con
la relacion de congruencia.

Por la definicién de divisién sabemos que el dividendo es igual al cociente por el divisor
mas el residuo, por lo tanto, para dos nimeros x,y congruentes médulo n (x,y tienen el
mismo residuo), se tiene

r=cn+r
Yy==cn-—+r

x—y= (1 —co)n

en consecuencia, x,y son congruentes moédulo n si y sélo si n divide a x — y.

T=py <= nlrz—y

El conjunto de nimeros con el mismo residuo r son las clases de r, en el caso de Zg, estas
son:

clasedel 0: [0]=0={...,—6,-3,0,3,6,...}
clasedel 1: [1]=1={...,—5,-2,1,4,7,...
clase del 2: [2]=2={...,—4,-1,2,5,8,...}

—

Se observa que hablar de, por ejemplo, la clase 4 es lo mismo que hablar de la clase 1,
ya que estan el mismo conjunto. Ademas, llamamos a 1 representante de la clase 1, 2
representante de la clase 2, etc.

Llamemos 3Z al conjunto formado por los multiplos de 3, en general nZ al conjunto
formado por los miltiplos de n.

0 es el conjunto de todos los miltiplos de 3 (3Z), o lo que es lo mismo, el conjunto de
todos los nimeros que al dividir entre 3 dan resto nulo. 1 son todos los nimeros enteros
tales que al dividir entre 3 dan resto 1, analogamente para 2.

Se observa que Z/3Z tiene 3 clases, Z /47 tendra 4 clases, en general Z/nZ tiene n clases
de conformidad con el teorema 3.12.

Este es precisamente el conjunto cociente, es decir:

7, _
= =7/32={0,1,2}

~Y

En general
Z/nZ =1{0,1,...,n— 1}

Las operaciones de suma entre las clases de congruencia de Z/nZ se ven en las tabla 3.11.
Esto es, cualquier elemento, por ejemplo, de la clase del 0 (multiplos de 3) + cualquier
elemento de la clase del 1 (ntimeros enteros tales que al dividir entre 3 dan resto 1), es
igual un nimero de la clase del 1.
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+10 1 2
00 1 2
111 2 0
212 0 1

Tabla 3.11. Grupo cociente (Z/3Z,+).

Ejemplo 3.11
Sea (Zs \ {0}, -) = ({[1], [2], [3], [4]}, -)-
El orden del grupo es o(Zs \ {0}) = 4.

Este es un grupo multiplicativo, ya que 5 es primo® y sus congruencias o clases todas
tienen inverso.

<11 2 3 4
1{1 2 3 4
212 41 3
313 1 4 2
414 3 21

[1] es el neutro, tiene orden 1 claramente;

2] tiene orden 4, ya que [21] = [16] = [1] y [2%] = [4] y [2%] = [3];

Luego, el grupo es ciclico y [2] es un generador del grupo.

[3] tiene orden 4, ya que [3%] = [81] = [1] y [3%] = [9] = [4] vy [3*] = [2];

Luego [3] también es un generador del grupo.

[4] tiene orden 2, ya que [4?] = [16] = [1]

Notar que, en todos los casos, el orden de los elementos (que resultaron: 1, 4,4, 2 para
1], [2], [3], [4] respectivamente), divide al orden del grupo (que es 4), como tiene que
ocurrir segin el teorema de Lagrange’.

“Ver proposicién 3.14
bTeorema 3.13

Ejemplo 3.12

Se proporciona la tabla de adicion para Z4, y la tabla de multiplicacion para S =
{1,3,7,9} en Zj, observe que S es un conjunto reducido de residuos para los enteros

mudulo 10. Sea f : Z, — S definida por:
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+/0 1 2 3 x|11 3 79
00 1 2 3 111 3 7 9
111 2 3 0 313 917
212 3 01 71719 3
313 01 2 919 7 3 1

Muestre que f es un isomorfismo entre los grupos (Z4, +) y (.S, X).
Para probar que es un isomorfismo, debemos probar que es un homomorfismo biyectivo.

s ;Es un homomorfismo? Por definicion de homomorfismo, se debe cumplir:
Va,b € Zy; f(a), f(b) € S = [fla+b) = fla) x f(b)
Por ejemplo, notemos que:
e FU+2) = FB) =Ty f(1)x (2) =3x9=T
C F@43) = F(1) =3y () x f(3) =9xT=3

y asi se puede verificar para cualquier para de elementos, por lo que f es un
homomorfismo.

» ;Es inyectiva? La funcién es inyectiva, si:
a#b = f(a)# f(b)

de la defincion de f puede observarse que es asi, es decir, f es inyectiva.

= ;Es sobreyectiva? Se observa que el codominio coincide con el rango, por lo
que f es sobreyectiva.

Conclusién f es un isomorfismo entre los grupos (Z4, +) v (S, X).

3.2. Anillos

Un anillo es un conjunto equipado con dos operaciones binarias, una aditiva y otra mul-
tiplicativa, que satisfacen ciertas propiedades.

Como la sustraccion se puede definir en términos de la adicién, vagamente hablando en
un anillo se puede sumar, restar y multiplicar.

3.2.1. Definicién y propiedades basicas
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Definicion 3.23. Anillo

La terna (A, x,+) es un anillo si y sélo si:

(A, *) es un grupo abeliano;

2. (A,-) es un semigrupo;

3. La segunda operacién (-) es distributiva a izquierda y derecha respecto de la

primera ().

La definiciéon 3.23 se traduce en los siguientes axiomas:

Al
A2
A3
A4

A5
A6
AT
A8

: La adicién es ley de composiciéon interna en A: Va,be A = a+be A
: La adicién es asociativa en A: Va,b,c € A: (a+b)+c=a+ (b+c)
: Existe neutro 0 € A respecto a la adicién: 30 € A/NVa € A:a+0=0+a=a

: Todo elemento de A admite inverso aditivo:

Vace A,23—a€Ala+ (—a)=(—-a)+a=0

: La adicién es conmutativa: Va,b € A:a+b=b+a
: El producto es ley de composiciéon interna en A. Va,b € A = abe A
: El producto es asociativo. Va,bc € A : (ab)c = a(bc)

: El producto es doblemente distributivo respecto de la suma.

a(b+c¢) =ab+ ac

Ya,b,c € A:
(b+ c)a = ba + ca

Si ademads, ocurre que la segunda ley de composicién es conmutativa, diremos que (A, 4+, +)
es un anillo conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del producto,
que denotamos con 1, entonces se llamara anillo con identidad o con unidad.

Ejemplo 3.13. Los nimeros pares (2) = 27Z forman un anillo conmutativo sin unidad ya
que 1 & 27.

Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son invertibles se llama anillo de
division.

Se define la division por:

x%y::xxy’l

Ejemplo 3.14

Tres importantes anillos:

1. Anillo de los ntimeros enteros (Z): Este es un ejemplo fundamental de un

anillo conmutativo con unidad. El conjunto de ntimeros enteros, Z, es un anillo
con las operaciones usuales de suma y multiplicacion.
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2. Anillo de Polinomios (A[z]) : El conjunto de polinomios con coeficientes en
un anillo, forma un anillo conmutativo con unidad. En este anillo, la suma y la
multiplicaciéon de polinomios satisfacen todas las propiedades de un anillo. Por
ejemplo, el anillo de polinomios reales R[z] o el anillo de polinomios enteros Z[z]
son ejemplos de anillos de polinomios. Nos extenderemos mas sobre esto en la
seccion 3.2.4.

3. Anillo de Matrices (M, (K)) (con K = Z,Q, R, C)lo A, de matrices cuadradas
n X n con coeficientes en K, es un anillo unitario no conmutativo. Ver seccién
3.2.3.

Proposiciéon 3.16. El producto de cualquier elemento de un anillo por el neutro de la
primera ley es iqual a éste.

H) (A,+,-) es anillo.
T)a-0=0-a=0
Prueba 3.16.1. Por ser anillo:Vxr ¢ A: 2z +0 =2

Premultiplicando por a y aplicando distributiva: a(xz 4+ 0) = az + a0 = ax, de donde
ad =0
Anéalogamente se prueba Oa = 0.

Proposicion 3.17. En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es
iqual al opuesto de su producto.

H) (A, +,-) es anillo.

T) Ya,be A:(—a)-b= —(ab)
Prueba 3.17.1. Por distributividad y producto por 0: (—a)b+ ab = (—a + a)b = 0b = 0;
De donde, debe ser: (—a)b = —(ab)
De manera similar se prueba que a(—b) = —(ab)

Proposicién 3.18. En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igqual
al producto de los mismos.

H) (A, +,-) es anillo.
T) Ya,b € A: (—a)(—b) = ab

Prueba 3.18.1. Aplicando dos veces la proposiciéon 3,17 y por opuesto del opuesto, resulta:
(—a)(=b) = —la(=b)] = —[—(ab)] = ab

Tarea. Probar que:
a) a(b—c)=ab—ac AN (b—cla=ba—ca
b) Si el anillo es unitario:
1) (-l)a=a
W (1)(-1) =1
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Teorema 3.19. Unicidad de la unidad y los inversos

Si el anillo tiene unidad, esta es tinica. En un anillo de divisién, cada elemento tiene
un inverso tnico.

Definicion 3.24. Subanillo

Un subconjunto no vacio S de A se llama subanillo de A si S mismo forma un anillo
para las operaciones de A.

Observamos que S es un subanillo de A si y solo si

a,beS = a+beSANabe S

Notas:

{0} v A son subanillos de cualquier anillo A. {0} es llamado anillo trivial;

Para todo entero positivo n, el conjunto:
nZ = {0,£n,£2n, £3n, ...}

es un subanillo de Z.

{0,2,4} es un subanillo de Zg. Note que, aunque 1 es la unidad en Zg, 4 es la unidad
en {0,2,4}.

El conjunto de las matrices diagonales es un subanillo de las matrices n—cuadradas
sobre R.

Anillos sin divisores de cero

Los anillos sin divisores de cero son una clase especial de anillos. Un anillo se considera
“sin divisores de cero” cuando no contiene elementos distintos de cero que, cuando se
multiplican, dan como resultado cero sin ser ellos mismos cero. En otras palabras, en un
anillo sin divisores de cero, si a y b son elementos del anillo y su producto ab = 0, entonces
a y/o b deben ser cero.

Definicion 3.25. Anillos sin divisores de cero

El anillo (A, +, +) no tiene divisores de cero si y s6lo si elementos no nulos dan producto
no nulo. En simbolos:

(A, +,+) carece de divisores de cero <= Ve, y€ Az #A0ANy#0 = z-y#0

Equivalentemente, por medio de implicaciéon contrarreciproca, se tiene:

(A, +, ) carece de divisores de cero <= Vr,yc€ A:z-y=0 = 2=0Vy=0
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Definiciéon 3.26. Coprimos

Dos elementos a y b de A son coprimos (o primos entre si) si todo comun divisor de
a y b es inversible.

En Z, los enteros 2 y 3 admiten a —1 y 1 como divisores comunes. Estos son los tinicos
elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primos entre si.

Teorema 3.20

El anillo (Z,, +, +) no tiene divisores de cero si y sélo si n es primo.

Prueba 3.20.1
= Parte 1: Si n es primo, entonces el anillo no tiene divisores de cero

Supongamos que n es un numero primo. Queremos demostrar que en el anillo
(Z,,+, ), no existen divisores de cero, es decir, no hay elementos a, b € Z, tales
quea-b=0 médn conaZ0 médny b0 mod n.

Dado que n es primo, los tinicos elementos no nulos en 7Z,, son aquellos que son
coprimos con n. Esto significa que si @ y b no son congruentes con 0 médulo n,
entonces a y b son coprimos con n. En otras palabras, el maximo comin divisor
de a y nesl,yel maximo comun divisor de b y n también es 1.

Ahora, si a-b =0 mbd n, esto implicaria que el producto de a y b es divisible
por n. Sin embargo, debido a que n es primo y a y b son coprimos con n, el
producto a - b no puede ser divisible por n, a menos que uno de los factores sea
divisible por n, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existen divisores
de cero en Z, cuando n es primo.

= Parte 2: Si n no es primo, entonces el anillo tiene divisores de cero.

Supongamos que 1 no es un numero primo. Queremos encontrar elementos a y
ben Z, talesque a-b=0 médny a0 médny b0 mod n.

Si n no es primo, entonces podemos escribir n como el producto de dos enteros
positivos n = p - ¢, donde p y ¢ son enteros mayores que 1.

Ahora, consideremos los elementos a y b en Z,, de la siguiente manera:

Aqui, [p], v [g]. representan las clases de congruencia médulo n. Estas clases
son distintas de la clase [0],, ya que p y ¢ no son congruentes con 0 médulo n.

Ahora veamos lo que sucede cuando multiplicamos a y b en Z,:

a-b=[pln-[dqln
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Dado que p y ¢ no son congruentes con 0 moédulo n, esto significa que p-qg =0
mod n. En otras palabras, a - b pertenece a la clase [0],, lo que significa que
a-b=0 mod n.

Ademas, dado que p Z0 mdéd ny ¢ Z0 mod n, esto implica que a Z 0 mdd n
yb#0 mdd n.

Por lo tanto, hemos encontrado elementos a y b en Z, tales que a-b =0 mod n
yvaZ0 moéd nyb#0 modd n, lo que demuestra que el anillo Z,, tiene divisores
de cero cuando n no es primo.

En resumen, hemos demostrado que si n es primo, entonces el anillo Z, no tiene
divisores de cero, y si n no es primo, entonces el anillo Z,, tiene divisores de cero. Esto
establece la afirmacién “si y s6lo si” que estabamos buscando.

Definicion 3.27. Dominio de integridad

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de
integridad.

Las ternas (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,+) son dominios de integridad.

El anillo Z, de enteros médulo p siendo este un ntimero primo, es un dominio de integri-

dad.
EL anillo Z,, de enteros médulo n si m no es primo, no es un dominio de integridad.

Por ejemplo, en Zg, los niimeros 2 y 3 son distintos de cero, pero su producto es congruente
con cero moédulo 6, esto es: 2-3 =0 modd 6. Esto muestra que Zg no es un dominio de
integridad, ya que tiene elementos no nulos (2 y 3) cuyo producto es cero sin que ninguno
de los factores sea cero.

Proposiciéon 3.21 (Cancelacién). Sean a,b y ¢ elementos de un dominio de integridad.
Sia # 0 yab = ac, entonces b = c.

Prueba 3.21.1. De ab = be se tiene a(b — ¢) = 0. Como a # 0, tiene que ser b — ¢ = 0.

Unidades de un anillo

Las unidades de un anillo son elementos especiales que tienen inversos multiplicativos
dentro del anillo. El conjunto de todas las unidades de un anillo A se denota a menudo
como U(A). Los elementos que no tienen inversos multiplicativos se llaman elementos no
invertibles o no unidades.

Definicion 3.28. Unidades de un anillo

Sea A un anillo, x € A es una unidad si xy = yxr = 1 para algiin y € A.

Ejemplo 3.15. Un ejemplo comin de unidades es el conjunto de niimeros racionales U (Q*)
como unidades en el anillo de los nimeros racionales (Q). Cada niimero no nulo en Q
tiene un inverso multiplicativo en Q, lo que significa que Q* = Q \ {0}.
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Ejemplo 3.16. En el anillo de los nimeros enteros (Z), las unidades son {1, —1}, ya que
solo estos dos nuimeros tienen inversos multiplicativos en Z. Otros nimeros enteros no
tienen inversos multiplicativos en Z, por ejemplo, no hay ningin niimero entero cuyo
producto con 2 sea igual a 1, el elemento neutro multiplicativo.

Ejemplo 3.17

Sea el anillo de los enteros médulo 10 (Z3g, +, X ). Por el teorema 3.20, este anillo tiene
divisores de cero, los cuales estan resaltados en la tabla 3.12, por ejemplo: 2 x 5 =0
mod 10; 5 x 6 =0 mod 10.

Sus unidades son U(10) = {1,3,7,9}, pues por ejemplo 3 x 7=1 mdd 10; 9 x 9 =1
mod 10;

Las no unidades o no invertibles son: {0, 2, 4,5, 6,8}

x{0 1 2 3 45 6 7 89
00 0 0 0 0 OO0 0 0 O
101 2 3 45 6 7 89
210 2 46 8 0 2 4 6 8
310 3 6 9 2 5 8 1 47
410 4 8 2 6 0 4 8 2 6
510 5 0 5 0 5 0 5 0 5
610 6 2 8 4 0 6 2 8 4
710 7418 5 2 9 6 3
810 8 6 4 2 0 8 6 4 2
910 9 8 7T 6 5 4 3 2 1

Tabla 3.12. Tabla de Cayley de (Zj, X).

Ejemplo 3.18

La existencia de divisores de cero en un anillo causa resultados inusuales cuando se
buscan los ceros de polinomios con coeficientes en el anillo.

Consideremos por ejemplo, la ecuaciéon 22 — 4z + 3 = 0. En el conjunto de los enteros,
podemos encontrar las soluciones factorizando:

2 —424+3=0=(z—-3)(z—1)=0
tiene dos soluciones en los enteros: z = 3 y x = 1. Sin embargo, en Z;5, la ecuacion
tiene cuatro soluciones: x =1, x =3,z =7,y x = 9.

Esto se debe a que en Z15,2-6=0,3-4=0,4-6=0, 6-8 =0, y asi sucesivamente.
Estos productos son 0 porque 2, 3, 4, y 6 son divisores de cero en Zs.

En los dominios de integridad, como Z, Zyy y Z3 (Z,, p primo), no hay divisores de
cero. Por lo tanto, podemos encontrar todos los ceros de un polinomio con coeficientes
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en un dominio de integridad simplemente factorizando el polinomio y luego igualando
cada factor a 0.

3.2.2. Homomorfismo de anillos
Un homomorfismo de anillos es una funcién que preserva la estructura algebraica entre

dos anillos.

Definicion 3.29. Homomorfismo de anillos

Dados dos anillos (A, +,+) v (B, +, ). La aplicacién f : A — B es un homomorfismo
de anillos si se cumplen las siguientes condiciones:

1. fla+b)= f(a)+ f(b),Ya,b e A,
2. fla-b)= f(a)- f(b),Va,be A

En el contexto de los homomorfismos de anillos, se utilizan términos similares a los que
se emplean en los homomorfismos de grupos. De esta manera, un homomorfismo que
conserva la inyectividad se llama monomorfismo, y un homomorfismo que es reversible
o invertible se denomina isomorfismo. Un homomorfismo que mapea un anillo A en
si mismo se conoce como endomorfismo, y un isomorfismo que relaciona un anillo A
consigo mismo se llama automorfismo.

Ejemplo 3.19

Consideremos el anillo de los polinomios en una variable x con coeficientes reales,
R[z]. La funcién ¢ : R[z] — R que asigna a cada polinomio su valor en z = 0 es un
homomorfismo de anillos.

Para ver esto, note que para cualquier para de polinomios p(x) y ¢(z), tenemos:

¢ (p(x) + q(x)) = p(0) +¢(0) = ¢(p(x)) + ¢(q(x))

¢ (p(x) - g(x)) = p(0) - ¢(0) = & (p(z)) - (q())
Por lo tanto, ¢ cumple las condiciones de un homomorfismo de anillos.

En particular, ¢(2? + 2z + 1) = (0)* +2(0) + 1 = 1.

3.2.3. Anillo de matrices

Se vi6 en 3.1.3, que el conjunto de matrices con coeficientes reales y la operacién su-
ma (M,,x,(R),+) es un grupo abeliano, en particular, para matrices cuadradas m = n
(M, (R), +) es un grupo abeliano y (M, (R), +) es un semigrupo con elemento neutro.

Matrices cuadradas
A1l Cerrada bajo la suma: A, B € R"" — A+ B e R"”" V/
A2 Asociatividad con la suma: (A+ B)+C=A+ (B+C) v/
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A3 Existencia del opuesto: AN € R*™*"/VA e R : A+ N=N+A=AV/
A4 Inversos aditivos: VA € R™" J(—A) e R™"JA+ (—A)=(-A)+ A=NV
A5 Conmutatividad de la adicion: A+ B=B+ AV
A6 Cerrado bajo el producto: A € R™" A B € R"™" — AB € R"™" ¢/
AT Asociatividad con el producto: (AB)C = A(BC) v
A8 Propiedad distributiva: A(B+C) = AB+ ACA(B+C)A=BA+CAV
A9 Identidad: 3] e R¥"/VA e R " : Al =1A=AV

A10 Conmutatividad: AB # BA X

Existen divisores de cero, es decir, matrices no nulas pueden dar producto no nulo. Por
ejemplo, en el caso (R?*2 +,+):

—1

s e[

11 ]#N

y, sin embargo:

0 0

AB =
[o 0

] N N
Se trata de un anillo no conmutativo, con identidad y divisores de cero.

Ejemplo 3.20

Determinar si la aplicacion entre dos anillos (Z, +z,+z) v (Ma(R), +s, +ar) dado por

F:7Z — My(R)
f(n) = [g 0]

—n
es un homomorfismo de anillos.
Es un homomorfismo de anillos, si cumple:
1) f(n+zm)=f(n)+u f(m) v
_n+zm 0 _ntzm 0
f(n—l—zm)—[ 0 —(n+zm)] B [ 0 —n+zm]

= B _On] +um [m Om] = f(n) +um f(m)



No es un homomorfismo de anillos.

3.2.4. Anillo de polinomios

En general, en los libros de algebra, los polinomios se presentan como una expresion del
tipo:

ap + arx + agr® + -+ apa” (3.6)
en donde cada a;,7 = 0,1,2,...,n es un nimero real o complejo. Ahora bien, la naturaleza
de los “objetos” x, 22, ..., 2" estd en discusién. Por ejemplo:

Y 9 )

1— 37+ 4rx% — 77t

donde los coeficientes (1, —3,4,0, —7) de las potencias de 7 estan en Z pero, obviamente

7y sus potencias no lo estan, por lo que la expresién del polinomio no tiene sentido en
Z.

(3.6) sugiere la existencia de un conjunto “mayor” que contenga los coeficientes a;, y un
objeto especial, a saber x, no perteneciente al conjunto de los coeficientes.

Consideraciones importantes:

» Haremos la distincién entre polinomios, como (3.6) y funciones polinomiales como
P(x) = 2+ 3z — 5x% que representa un valor numérico de esa expresion, para algin
valor de la variable x.

» Se entenderd a los polinomios como secuencias finitas del tipo (ag, ai, . . ., a,,0,0,...)

= Reinterpretamos a z*, no como la potencia de un niimero, sino como la posicion del
coeficiente a; en la secuencia.

Ahora, hagamos un repaso de la suma y multiplicacién de polinomios.

Ejemplo 3.21. Repaso de suma y multiplicacién de polinomios
Consideremos los polinomios p = ag + a1z + asx® y q = by + b1 + bya?
= Suma
P + q=C +cx + C2$2 = (CLO -+ bo) + ((11 —+ bl)l' + (CLQ + b2)$2

en general:
c; = a; + bz

= Multiplicacién

pq =(ag + a1z + ayx?)(by + brx + byz?)
:aobo + (a0b1 + albo)l’ + (aobg + a1b1 + a2b0)$2 + (Cllbg + ale)x3 + a2b2x4

=cy + 17 + 02:1:2 + 03333 + 04954

Se observa que la suma de los subindices de los coeficientes, siempre es igual al
exponente de x, es decir, los términos entre paréntesis son de la forma a;b,_;z*
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y se puede escribir, por ejemplo:
c3 = aiby + azby = agbs + arby + azby + azbo

considerando que az = bg = 0 para en general poner:

7
)
C; — Z Ciji_jI
J=0

Los subindices de a ascienden y los de b descienden.

Ahora estamos listos para analizar anillos de polinomios.

Sucesion de elementos de un anillo

Consideremos un anillo conmutativo A, y una sucesion de elementos de A, (a;)en, que
cumplen a, 1 = 0 desde un cierto n en adelante, es decir:

(ai)ieN = (ao,al,ag, Ce ,CLn,0,0, .. )

Operaciones internas

Consideremos dado el anillo conmutativo A, y dos sucesiones de elementos de A, (a;)ien
y (b;)ien- Las operaciones internas estan dadas por:

= Suma: (a;)ien + (bi)ien = (ao + bo, a1 + b1,...)
u Multiplicacién: (ai)ieN- (bi)iGN = (aobo, a0b1+albo, cey aobk+a1bk_1+- . '+6Lkb0, ce )

Teorema 3.22

Sea A* el conjunto formado por todas las sucesiones (a;);ey definidas anteriormente,
entonces la terna (A*, +,+), con las operaciones internas definidas anteriormente, tiene
estructura de anillo conmutativo.

El elemento x

Designemos mediante x al elemento del anillo (A*, +,-) dado por:
r=(0,1,0,0,...)

Entonces:

El anillo Alz]

A la terna (A*, +, +) la denominamos anillos de los polinomios de variable z y la denotamos
por Alz]

n

9 .

(az')z'eN = Qo + a1r —+ a2l + -+ CLbl’n = ZCL7;$Z
=0
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El anillo Z[z]
El anillo Z[x] lo constituyen los polinomios de coeficientes enteros.
Ejemplo 3.22. Son polinomios de coeficientes enteros:

" 2+ 3z — 4a?

LR A S

n —6+ 423 — 2528 + &30
Notacién con sumatorias
Alz] = (@:)ien = ) _ a;a’

i=0

Las operaciones en A[z]| se pueden poner como:

max(n,m)

n (ai)ien + (bi)ien = Y @' + > bix' = >
i=0 i=0 i=0

i=0 \j=0

[] (I(ﬂf) . b(.fl?) = nzr:n (ZZ: ajbi_jxi)

Ejemplo 3.23

Consideremos los polinomios f(z) = 2 + 2z + 2 + 223, g(z) = 1 + 2z + 22% en Zs[x].
Luego, en la notacién precedente:

= f(2) = (ai)ien = (2,2,1,2,0,...)
s g(2) = (bi)ien = (1,2,2,0,0,...)

El grado de f(x) es m = 3y el grado de g(z) es m = 2, por lo tanto, la suma va hasta
el término de grado méx(3,2) = 3 y la multiplicacion hasta el grado 3 + 2 = 5.

Observemos también que, por lo dicho precedentemente, a; =0 Vi > 3y b, =0 Vi > 2.
La suma y la multiplicacién de estos polinomios, en Zs|x], son respectivamente:
» Suma: f(z) +g(z) = (0,1,0,2,0,...) =z + 22°
» Multiplicacion: ¢; = Z;ZO a;b;_;
60:a0b0:2><1£2
C1 :a0b1+a1b0:2>< 1+2%x2=0
Co :a0b2+a1b1—|—a260:1 X14+2%x2+2x2=0
Cs :albg—l—agbl—i—agbO:Zx 1+1x242x2=2

c4:a2b2—|—a3b1:2><2—|—1><250
c5:a3b2:2><251

f(@)g(z) = (2,0,0,2,0,1,0,...) =2+ 22° + 2°
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Definicién 3.30. Anillos de polinomios con varias indeterminadas

Definimos el anillo de polinomios A[zy,...,x,] con n indeterminadas con coeficientes
en el anillo A inductivamente por

Al zo] = (Alay]) [22]
Alxy, e, 23] = (Alx1, 22]) [23]

es decir:
Alxy, ... x| = Alxy][xe] - - [2n-1][24)]
y los polinomios de A[zy,...,x,] se expresan como suma de monomios

_ i1 7
p(xy, ... 2,) = Z Qiyoin T "0 Ty

donde a;, ;, € A son los coeficientes.

Nota: De acuerdo con la definicion, es claro que dos polinomios son iguales si y sélo si,
lo son todos los coeficientes de ambos.
Ejemplo 3.24

Sea un anillo A conmutativo. Consideremos el anillo A[z,y] de polinomios en dos
indeterminadas y con coeficientes en A. Cualquier elemento de A[x,y| es de la forma

p(% ?J) = Z aijxiyj
1,J

que puede verse como

Ale,y) = pla,y) = Y (aya’) v = ((00);); jew = Al][y]

i!j

3.2.5. Ideales

Los ideales son a los anillos lo que los subgrupos normales a los grupos.
Supongamos un anillo A y un subconjunto I C A, la pregunta es:
. Qué propiedades debe tener I de manera el conjunto de clases de I sea un anillo?

Como (A, +) es un grupo abeliano = (I,+) < (A, +), es decir por (3.5), (I,+) debe
ser un subgrupo normal de (A, +).

En general, como (A, +) es abeliano todo subgrupo es normal”, por lo tanto el primer
requerimiento para (I,+) es que sea un subgrupo de (A, +).

(I, +) < (A,+)

"Ver proposicién 3.9.
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Ahora bien, para construir el grupo cociente A/I con la operacién de adicién (por ejemplo
laclasede x € Aserd & = x+1 € A/I), como A es un anillo, debemos buscar la posibilidad
de multiplicar entre si los elementos de A/ tal que el resultado esté en A/, es decir:

Ve,ye A (e +1)(y+1)=ay+1
Veamos qué debe pasar para que esto se cumpla. Tomemos cualesquiera 1,75 €
(CL’ + Zl)(y + 22) =Ty + Zly + JZiQ + ilig — Zly + ZL’iQ + ilig = ig el

si queremos que i3 pertenezca a I, cada término de la tdltima igualdad debe pertenecer
a I, y por lo tanto le pertenecerd la suma, pues ya hemos impuesto que (I, +) sea un
subgrupo.

Si 7149 € I, debemos suponer que [ es un subanillo de A, luego para que la multiplicacion
sea cerrada, se debe cumplir ademas i1y, zio € I, en otras palabras I debe absorber la
multiplicacién con los elementos de A, por derecha y por izquierda.

Definicion 3.31. Ideales

Dado un anillo A, un subanillo I/ < A se denomina ideal por derecha si:
a€l = xzacl,VxeA

e ideal por izquierda si
a€l = arel,Vxe A

Se dice simplemente ideal, si lo es por derecha e izquierda.

Claramente, si el anillo es conmutativo, la distincién de ideales laterales es inconsecuen-
te.

Teorema 3.23. Test de ideales
Un subconjunto no vacio I de un anillo A es un ideal si:
» a—bel,Va,be I (ver teorema 3.4);

» za,ax € I, Va € I ANVx € A (por definicién 3.31 de ideales).

Ejemplo 3.25. Para todo anillo A, {0} y A son ideales de A. El {0} es llamado ideal trivial.

Ejemplo 3.26. Para cualquier entero positivo n, el conjunto nZ = {0, £n,+2n,+3n, ...}
es un ideal de Z.

3.2.6. Anillo cociente

Teorema 3.24. Existencia del anillo cociente

Sea R un anillo y A un subanillo de R. El conjunto de clases {r + A|r € R} es un
anillo bajo las operaciones (s + A)+ (t+A) =s+t+ Ay (s+ A)(t+ A) = st + Asi
y s6lo si A es un ideal de R.
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Prueba 3.24.1. Se demuestra con la discusién dada en la introduccién a ideales, seccién
3.2.5.

Ejemplo 3.27
Sea Z/AZ = {0,1,2,3} = {0+ 4Z,1 + 47,2 + AZ,3 + AZ}.

Por el ejemplo 3.26, 47 es un ideal de Z por tanto Z/4Z es efectivamente un anillo
cociente.

Para ver cémo sumar y multiplicar, consideremos 2 y 3:
243=(2+44Z)+ (B3+4Z) =5+4Z =1+4+4Z=1+4Z =1

2Xx3=(244Z)(34+4Z) =6 +4Z =2+ 4+4Z =2+ 4Z =2

se concluye que las operaciones son basicamente las mismas que en aritmética modulo

4.

Ejemplo 3.28
Sea 27, /67 = {0,2,4} = {0+ 6Z,2 + 6Z,4 + 6Z}.
Por el ejemplo 3.27, aqui efectuamos las operaciones como en aritmética modulo 6.

Por ejemplo:

4+4=(44+6Z)+ (4+6Z)=2+6Z =2
4 x

4=(4406Z)(4+6Z)=4+6Z =4

3.3. Cuerpos

También llamados campos. Los cuerpos son estructuras algebraicas mas especificas y mas
ricas en propiedades que los anillos y los grupos. En la fig. 3.10 se ve un esquema que
relaciona estas estructuras.
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Figura 3.10. Diagrama de Venn de estructuras algebraicas.

. Qué conjuntos nos permiten sumar, restar, multiplicar y dividir? Veamos la tabla 3.13:

Adiciéon Multiplicacion
Cerrado ‘ Asoc. ‘ 0 ‘ Op. ‘ Conm. || Cerrado ‘ Asoc. ‘ 1 ‘ Conm. ‘ Inv.
Z v v I/ v v v 4 v X
R2*3 v v |/ 4 X X X X X
R2*2 v v |/ v v v 4 X X
Q v v |/ v v v v v v
Zs, v v |/ v v v v v v
Zg v v I/ v v v 4 v X
Tabla 3.13

Los conjuntos Q: ntimeros racionales y Zs: enteros miidulo 5, tienen en comtn las siguientes
propiedades:

= Forman grupos conmutativos para la adicion;
= Son cerrados para la operacién de multiplicacién, i.e. son anillos;
= ab = ba = son anillos conmutativos;

» Los elementos distintos de 0, tienen inversos multiplicativos (permiten la divisién).

3.3.1. Definicién y propiedades basicas

Definicion 3.32. Cuerpo

Sea (K, 4+, +) un anillo unitario conmutativo, y denotemos mediante 1 € K el elemento

unidad. Diremos que (K, +,+) es un cuerpo si para todo elemento x € K distinto

del neutro aditivo (el cual denotaremos con 0) existe un elemento z~! € K tal que
-1

zx— = 1.
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Axiomas de cuerpo

La definicién 3.32 se traduce en axiomas. Sea K un conjunto no vacio dotado de dos
operaciones internas, que llamaremos suma (+) y producto (-), que cumplen los siguientes
axiomas:

1. Axiomas de la Suma
(A1) Asociatividad de la suma.
Va,b,c € K:
(a+b)+c=a+(b+c)
(A2) Conmutatividad de la suma:

Va,b € K:
at+b=b+a

(A3) Eumistencia del elemento neutro de la suma:
Existe un elemento en K, denotado por 0, tal que Va € K:

a+0=a

(A4) Ezistencia de elemento inverso de la suma:

Va € K, existe un elemento en K, denotado por —a, tal que:
a+(—a)=0
2. Axiomas del Producto

(M1) Asociatividad del producto:

Va,b,c € K:
(a-b)-c=a-(b-c)

(M2) Conmutatividad del producto:

Va,b € K:
a-b=b-a

(M3) Euzistencia de elemento neutro del producto:

Existe un elemento en K, denotado por 1, distinto de 0, tal que Va € K:

a-1=a

(M4) Ezistencia de elemento inverso del producto:

Va € K, con a # 0, existe un elemento en K, denotado por a™!, tal que:
a-at=1
3. Axioma de Distributividad
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(D) Distributividad del producto respecto de la suma:

Va,b,c € K:
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)

3.3.2. Propiedades generales

Sea (K, +, ) un cuerpo. Algunas de sus propiedades generales son las siguientes:

1.

Unicidad de los elementos neutros: El elemento neutro de la suma (0) y el
elemento neutro del producto (1) son tnicos.

Unicidad de los elementos inversos: Para cada elemento ¢ € K, su inverso
aditivo —a y, si a # 0, su inverso multiplicativo a~! son tnicos.

3. Ley de cancelaciéon para la suma: Va,b,c € K, si a +c = b+ ¢, entonces a = b.
4. Ley de cancelacién para el producto: Va,b,c € K con ¢ #0,sia-c=1b-c,
entonces a = b.
5. Producto por cero: Va € K, se cumple que a -0 = 0.
6. Solubilidad tnica de ecuaciones lineales: Si a # 0, entonces la ecuacién ax = b
admite solucién y es tnica en K;
7. Regla de los signos: Va,b € K:
= (—a)-b=a-(=b)=—(a-b)
e (~a) (D) =a-b
8. No existen divisores de cero: Sia, b€ K ya-b=0, entoncesa=00b=0.
9. Elemento opuesto del opuesto: Va € K, se cumple que —(—a) = a.
10. Inverso del inverso: Va € K con a # 0, se cumple que (™')™ =a
Subcuerpo

Definicién 3.33. Subcuerpo

Dado un cuerpo K, un subconjunto F C K es un subcuerpo si es en si mismo un
cuerpo con las operaciones heredadas de K.

3.3.3. Homomorfismo de cuerpos

Definicién 3.34. Homomorfismo de cuerpos

Sean (K,+,-), (L,+,+) cuerpos. Una aplicacion f : K — L se dice que es un homo-
morfismo entre cuerpos, si y sélo si f es un homomorfismo entre los anillos (K, +,+) y
(L, 4+, -) con imagen no trivial, es decir Im(f) # {0}
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Observaciones
De acuerdo con la definicién anterior.
» [ es homomorfismo entre los grupos (K, +) y (L, +);
» f es homomorfismo entre los grupos (K* = K\ {0},-) y (L* =L\ {0}, ).

Teorema 3.25

Sea f : K — L un homomorfismo de cuerpos, entonces:
f0) =0y f(=a) = = f(a), Va € K;

f)=1y f(a™") = f(a)™!,Va € K,a # 0;

1

m(f) es un subcuerpo de L;

a
b
¢

)
)
)
d)

f es inyectivo.

Prueba 3.25.1

a) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos aditivos de K y
L;

b) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos multiplicativos
de K* y L*;

¢) f es un homomorfismo entre los anillos K y IL, por tanto Im(f) es un subanillo de
L y al ser L anillo conmutativo, también lo es Im(f). Ademés 1 = f(1) € Im(f),
luego Im(f) es también unitario.

Falta demostrar que para todo b € Im(f) con b # 0 su inverso b~! pertenece a
Im(f). En efecto, si b € Im(f) con b # 0, entonces b = f(a) para algin a # 0 en
K (si fuera a = 0, f(a) serfa 0). Por tanto, b~! = f(a)™' = f(a™ ') € Im(f);

d) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, y por tanto ker f es un ideal
de K. Al ser K un cuerpo, sus tnicos ideales son {0} y K. Si fuera ker f = K
entonces f seria homomorfismo nulo, o sea Im(f) = {0}, en contradiccién con
la definicién de homomorfismo entre cuerpos. Ha de ser por tanto ker f = {0},
lo cual implica que f es inyectivo.

3.3.4. Cuerpos ordenados

Un cuerpo ordenado es un cuerpo (K, +,-) en el que ademds se define una relaciéon de
orden total, denotada por <, que es compatible con las operaciones del cuerpo. Es decir,
satisface los siguientes axiomas adicionales:

1. Axiomas de Orden Total
1) Reflexividad: Va € K, a < a.
11) Antisimetria: Ya,b € K, si a <by b < a, entonces a = b.

1) Transitividad: Ya,b,c € K, sia < by b < ¢, entonces a < c.
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1v) Totalidad: Ya,b € K, se cumple que a < b o b < a.
2. Compatibilidad con las Operaciones
» Compatibilidad con la suma: Ya,b,c € K, si a < b, entonces a+c < b+ c.
» Compatibilidad con el producto: Ya,b,c € K,sia <by 0 < ¢, entonces a-c <
b-c.
Ejemplo 3.29. Cuerpos ordenados
= Los numeros racionales Q con el orden usual.
= Los nimeros reales R con el orden usual.

= No es un cuerpo ordenado: El cuerpo de los nimeros complejos C, ya que no se
puede definir un orden total en C que sea compatible con sus operaciones.

Observacion: La existencia de un orden en un cuerpo permite introducir conceptos
como positivo, negativo, valor absoluto, y desigualdades, enriqueciendo el anélisis y la
geometria en estos cuerpos.

Cotas

Sea (K, +,+, <) un cuerpo ordenado.

= Cota superior: Un elemento M € K es una cota superior de un conjunto S C K
siVs € S, se cumple que s < M.

s Cota inferior: Un elemento m € K es una cota inferior de un conjunto S C K si
Vs € S, se cumple que m < s.

» Conjunto acotado: Un conjunto S C K es acotado superiormente si tiene una
cota superior, y es acotado inferiormente si tiene una cota inferior. Si S es acotado
superior e inferiormente, se dice simplemente que es acotado.

Ejemplo 3.30. Cotas
Ejemplos en R
» El conjunto S = {x € R: 0 < x < 1} es acotado.
= Cotas superiores: Cualquier nimero real mayor o igual a 1.

» Cotas inferiores: Cualquier niimero real menor o igual a 0.

» El conjunto N es acotado inferiormente (cota inferior: 0), pero no superiormente.

Valor Absoluto

El valor absoluto de un elemento a € K se define como:

a, sia>0
laf = .
—a, sia<0
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K+

Figura 3.11. Valor absoluto

Propiedades del Valor Absoluto en un Cuerpo Ordenado
1. |a| > 0,Va € K.
2. Ja|=0 < a=0.
3. la-b|=|a|-|b], Va,bekK.
4. la+b| <la| +1b|, Va,be K (desigualdad triangular).

Intervalos

Sean a,b € K con a < b. Se definen los siguientes intervalos:

» Intervalo abierto: (a,b) = {x € K| a < x < b}

O o—— K
a

» Intervalo cerrado: [a,b] = {r € K|a <z < b}

~ ® o— K
a

n Intervalos semiabiertos:

e (a,b]={reK|a<xz<b}

- O o— K
a

e [a,0)={zeK|a<z<b}

~ ® o—— K
a

Ejemplo 3.31. Intervalos
En R:

» (—2,3) es un intervalo abierto por ambos lados, que representa todos los niimeros
reales estrictamente entre -2 y 3.
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» [0, 1] es un intervalo cerrado por ambos lados, representa todos los niimeros reales
entre 0 y 1, incluyendo 0 y 1.
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