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1 Amortizovana slozitost. Prioritni fronty, haldy (binarni, d-
regularni, binomialni, Fibonacciho), operace nad nimi a je-
jich slozitost.

Amortizovana sloZitost. Amortizovana ¢asova slozitost oznacCuje ¢asovou slozitost al-
goritmu v sekvenci nejhorSich moznych vstupnich dat. Na rozdil od primérné slozitosti
nevyuZiva pravdépodobnosti a je proto zarucena [2].

Asymptoticka slozitost je deklarovana na zakladé nejhorsi (nejlepsi) moZné in-
stance bé&hu algoritmu, coz ale neni vzdy vypovidajici, protoze i nejhorsi sekvence pri-
padt maze mit vyrazné lepsi prabéh, nez by asymptoticka slozitost napovidala. Tento
turu tak, Zze takto Spatny pripad nenastane po néjakou delsi dobu - tim se slozita operace
amortizuje.

Jako jednoduchy piiklad mtizeme uvést specifickou implementaci dynamického pole, ktera
zdvojnéasobuje velikost pole pokazdé, kdyz dojde k jeho naplnéni. V tomto pripadé je tedy
nutna realokace, v nejhorsim pfipadé tato operace potiebuje ¢as az O(n) - coZ je asymptoticka
slozitost. Samotné vkladani prvka (bez nutnosti realokace) vyzaduje ¢as O(1), pro n prvki
tedy také O(n). Pro vlozeni n prvki (veetné realokace) je tedy potieba O(n)+0O(n) = O(n),
amortizovany ¢as na jedno vloZeni prvku je pak O(n)/n = O(1) [7].

Definice. Je dana datova struktura D, na které postupné provadime posloupnost stejnych
operaci. Zacneme s Dy = D. Prvni operace zavolani na Dy upravi datovou strukturu na D;.
Druha operace zavolana na D1 upravi datovou strukturu na Ds. A tak dale. Postupné zavo-
lame i-tou operaci na D;_1 a ta upravi datovou strukturu na D;. Néktera operace muze trvat
kréatce, jina déle. Primérny ¢as doby trvani operace nazveme amortizovanou ¢asovou slozi-
tosti. Amortizovanou ¢asovou slozitost jedné operace spocitame tak, Ze spoc¢teme celkovou
casovou slozitost posloupnosti operaci v nejhorsim pfipadé a vydélime ji po¢tem operaci.

K ¢emu je amortizovana ¢asové slozitost? Pomuze ndm 1épe odhadnout ¢asovou slozitost
nékterych algoritmii v nejhorsim piipadé [1].

e Ucetni metoda

e Metoda potencialu

Interaktivni struktury: https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Algorithms.html

1.1 Prioritni fronta (Priority Queue)

Prioritni fronta je abstrakini datovy typ, podobny klasické fronté ¢i zasobniku s tim roz-
dilem, ze kazdy element ma svou ,prioritu“. V prioritni fronté je element s vyssi prioritou
vybran diive nez element s nizsi prioritou. Pokud dva elementy maji stejnou prioritu, vyberou
se v pofadi v jakém byly vlozZeny.

Operace. Prioritni fronta musi implementovat alesponn nasledujici operace:

- void push(Element e) - vlozi element do prioritni fronty

- Element pull() - vybere z fronty element s nejvyssi prioritou


https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Algorithms.html
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1.2 Haldy

Halda (minimélni) obecné je datova struktura (obvykle stromové) splitujici vlastnost
haldy:

Pokud B je potomek A, pak B > A

Binarni halda (Binary heap)

(Minimalni) binarni halda je binarni strom s dvéma dal3imi omezenimi:
1. Je to kompletni binarni strom krom posledniho patra (nemusi byt uplné). Elementy
posledniho patra se plni zleva doprava.
2. Kazdy element je mensi nebo roven vuci jeho potomkim (vlastnost haldy).
Je to jedna z moZnych implementaci prioritni fronty. Reprezentovat ji miZeme pomoci pole

(obr. 1), kde prvek na indexu (¢islovano od 1) i ma potomky na indexech 2i a 2i+ 1 a rodice
na indexu /2.

O OTE [0

0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 1: Reprezentace (maximalni) binarni haldy v poli

Operace. Operace binarni haldy a jejich slozitosti:

e accessMin() - vrati hodnotu kofene stromu (typicky prvni prvek pole)

e deleteMin(e) - vrati element e, ktery je kofenem stromu, na jeho misto vlozi nejpraveéjsi
prvek y ze spodniho patra a poté, pokud je y vétsi nez jeho nejmensi potomek, prohazuji
y s jeho nejmensim potomkem do té doby, dokud je y vétsi nez jeho nové vzniknuvsi
nejmensi potomek, (tzv. y probublava stromem dolu).

e insert(e) - pfidame element e na konec haldy a dokud je pfedek vétsi nez e, tak je
prohazujeme (probublavani smérem nahoru).

e delete(e) - podobné jako deleteMin(), odeberu element e a necham ho probublat
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e merge(h1, h2) - sloudi 2 haldy, vytvori nové pole, kam nakopiruje obsah obou hald a
na toto nové pole zavola proceduru heapify(). Ta jede od piilky pole smérem na zaca-
tek (navstivi vSechny podhaldy) a kazdy vrchol podhaldy necha probublat a spravné
zatradit.

e decreaseKey(k, v) - zmenSime hodnotu elementu s klicem k o v a nechame probublat

stromem.
operace Cas. slozitost poznamka
accessMin() o(1) piistup k vrcholu haldy
deleteMin() ©(log(n)) smazani vrcholu haldy
insert(e) ©(log(n)) pridani prvku do haldy
delete(e) O(log(n)) smazani elementu haldy
merge(h1,h2) O(n1 + na) slouc¢eni 2 hald
decreaseKey(k, V) O(log(n)) snizeni hodnoty klice k o v

Tabulka 1: Binarni halda - Operace a jejich slozitosti

1.2.1 D-regularni halda (D-ary heap)

D-regularni halda je zobecnéni binarni haldy, kde pocet potomki se rovna ¢islu d, namisto
2 jako je tomu v haldé binarni. d nam udéva pocet Stépeni stromu haldy. Operace jsou
identické jako v binarni haldé. Casova slozitost operaci je témér stejna, 1isf se jen v zakladu
logaritmu (u binarni haldy je zéklad 2, tady d). Pro efektivni implementaci je vhodné zvolit
d jako mocninu 2. V tomto pifipadé lze totiz vyuzit bitovych posunii - zména indexu pfi
prichodu polem. D-halda bézi rychleji nez binarni pokud velikost haldy pfevysuje velikost
cache potitace [5].

Operace. Operace d-regularni haldy a jejich slozitosti:

operace Cas. slozitost poznamka,
accessMin() O(1) piistup k vrcholu haldy
deleteMin() ©(logy(n)) smazani vrcholu haldy
insert(e) ©(logy(n)) pridani prvku do haldy
delete(e) O(log,(n)) smazani elementu haldy
merge(h1,h2) O(n1 + na) slouc¢eni 2 hald
decreaseKey(k,v) | O(logy(n)) | snizeni hodnoty klice ko v

Tabulka 2: D-regulérni halda - Operace a jejich slozitosti

1.2.2 Binomialni halda (Binomial heap)

Binomialni halda je kolekce binomialnich stromu stupnta i = 0... |log(n)]|. Kazdy ¥ad je
zastoupen maximalné 1 stromem.
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Binomialni strom je definovam rekurzivné:
e Binomialn{ strom fadu 0 obsahuje jediny prvek - koten

e Binomialni strom fadu k£ mé kofenovy element, jehoz potomci jsou kofeny binomiélnich
stromu stupnia k — 1,k —2,...,2,1,0 (v tomto potadi)

Pro binomiélni strom fadu k plati:

e obsahuje 2% prvki

Order 0 1 2 3
e spliiuje vlastnost haldy O
e hloubka stromu je k i /g ________ /i
e kofen ma k potomkii e i e / z R

Operace. Operace binomialni haldy a jejich slozitosti:
e accessMin() - vrati kofen binomialniho stromu z MIN ukazatele.

e deleteMin(e) - vezmou se vSechny podstromy, které vznikly odebranim kofene a ty se
postupné merguji s ostatnimi stromy

e insert(e) - z vkladaného prvku se vytvori nova binomiélni halda (strom fadu 0) a ta
se merguje s puvodni haldou

e delete(e) - snizi se hodnota pomoci decreaseKey na —oo a provede se deleteMin()

e merge(h1, h2) - Analogie mezi mergeovanim dvou hald a binarnim séitanim. Naskl4-
dame si stromy obou hald pod sebe (podle jejich stupiiit). Pokud v jedné haldé je strom
i-tého Tfadu a v druhé neni, tak ho jen opiSi. Pokud v obou haldich existuji stromy
stejného fadu, pak vznikd pfenos do vyssiho fadu. Kdykoliv vznikne pfenos, mergu-
jeme tyto dva stromy do sebe. Diky struktufe stromil, se provadi merge, porovnanim
jejich kofent, mensi z kofenii se stane kofenem nové vzniklého stromu (fadu o 1 vySsi)
a druhy strom se stane jeho potomkem.

e decreaseKey(k, v) - podobné jako u binarni haldy

operace Cas. slozitost poznamka
accessMin() o(1) piistup k vrcholu haldy
deleteMin() ©(log(n)) smazani vrcholu haldy
insert(e) O(log(n)) amortizovans: O(1) pridani prvku do haldy
delete(e) ©(log(n)) smazani elementu haldy
merge(h1,h2) O(log(n)) slouc¢eni 2 hald
decreaseKey(k, V) O(log(n)) snizeni hodnoty klice k o v

Tabulka 3: Binomialni halda - Operace a jejich slozitosti

1.2.3 Fibonacciho halda

ZaloZena na binomiélni haldé. M4 relaxovanéjsi strukturu, kterad umoznuje zlepsené asympto-
tické slozitosti. Fibonacciho halda se nevyuzivi v real-time systémech, protoze nékteré ope-
race maji linearni slozitost. U operaci, které nevyzaduji mazani (accesMin, merge, decrease-
Key) je amortizovana slozitost O(1).
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Obréazek 2: Binomialni halda MERGE - 2 piiklady

Struktura. Fibonacciho haldu tvori skupina stromt vyhovujici lokalni podmince na uspo-
radani haldy, ktera vyzaduje, aby pro kazdy uzel stromu platilo, Ze prvek, ktery reprezentuje,
je mensi nez prvek reprezentovany jeho potomky. Z této podminky vyplyva, Ze minimalnim
prvkem je vzdy kofen jednoho ze stromii. Vnitini struktura Fibonacciho haldy je v porov-
nan{ s binomialni haldou daleko vice flexibilni. Jednotlivé stromy nemaji pevné dany tvar a
v extrémnim pripadé muze kazdy prvek haldy tvorit izolovany strom nebo naopak vSechny
prvky mohou byt soucasti jediného stromu hloubky n. Tato flexibilni struktura umoziuje
velmi jednoduchou implementaci operaci s haldou. Operace, které nejsou potiebné, odkla-
dame a vykonavame je az v okamziku, kdy je to nevyhnutelné, napiiklad spojeni nebo vlozZeni
nového prvku se jednoduse provede spojenim kofenovych seznami (s konstantni naro¢nosti)
a jednotlivé stromy spojime aZ pii operaci snizeni hodnoty kli¢e [8].

Implementace. Pro rychlé vymazéani a zietézeni se vytvari obousmérny cyklicky spojovy
seznam kofentt vSech stromi (obr. 3). Pro potomky kazdého prvku se vytvari podobny
seznam. Pro kazdy uzel se uklada pocet synu a udaj, zda je zvyraznén. Navic si uchovavame
ukazatel na kofenovy prvek s miniméalni hodnotou klice (MIN) [8].

e N - aktualni pocet prvki
e MIN - minimum haldy
e rank - pomocné pole pif slévani stromt (oznaceni stupné stromu)

e mark(x) - boolean hodnota indikujici jestli prvek x ztratil potomka od té doby kdy x
bylo vytvofeno jako potomek jiného prvku. Nové vytvorené prvky jsou neoznacené, a
prvek x se stane neoznacenym, vzdy kdyz se stane potomkem jiného prvku.

Operace. Operace Fibonacciho haldy a jejich slozitosti:
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Obrazek 3: Reprezentace fibonacciho haldy

e accessMin() - vrati kofen z Fibonacciho stromu na ktery ukazuje M IN pointer

e deleteMin() - Operace odstranéni minima probiha ve tfech krocich. V prvnim od-
stranime kofenovy prvek s minimaln{ hodnotou kli¢e. Jeho synové vytvori kofenové
prvky novych stromi. Poté se slévaji stromy stejného stupné, a nakonec se upravi
ukazatel MIN. Pii slévani stromt tvoficich jednu haldu postupné sjednotime kofeny
stromi stejnych stupnt. Uvazujeme, Ze pocet korenovych prvki na pocatku operace je
N. Pokud mame dva kofeny U a V stejného stupné, vytvoiime z jednoho z nich syna
druhého prvku tak, aby kofenovym ztstal prvek s mensi hodnotou kli¢e. Jeho stupen
se pak zvétsi o jednicku. Toto opakujeme, dokud v haldé existuji dva stromy se stejnym
stupném. K efektivnimu hledani stromu stejného stupné pouzivame pole ukazateli, ve
kterém uchovavame reference vzdy na jeden kotfen kazdého stupné. Pokud je nalezen
druhy strom stejného stupné, oba stromy jsou spojeny a pfislusny ukazatel v poli je
aktualizovan

e insert(e) - vytvoii se nova halda obsahujici jediny element e; mark(e) = false; Merge
s puvodni haldou - O(1)

e merge(h1, h2) - prosté spojeni seznamu s kofenovymi prvky stromi jednotlivych hald
a update MIN pointeru

operace ¢as. slozitost poznamka
accessMin() o(1) pristup k vrcholu haldy
deleteMin(e) O(n) amortizované: O(log(n)) smazani vrcholu haldy
insert(e) 0(1) piidani prvku do haldy
delete(e) O(n) amortizované: O(log(n)) | smazani elementu haldy
merge(h1,h2) 0(1) slouceni 2 hald
decreaseKey(k,v) | O(log(n)) amortizované O(1) | snizeni hodnoty klice k& o v

Tabulka 4: Fibonacciho halda - Operace a jejich slozitosti
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deleteMin() Popis operace deleteMin a nasledné konzolidace haldy.

z = MIN;
if (z # null) then {
foreach x € descendants(z) do
add z to the root list of the heap;
remove z from the root list of the heap;
if (N=1) then {
MIN = null;
} else {
MIN = any pointer to a root from the root list of the heap;
Consolidate () ;

b
N--3

Kod 1: deleteMin ve Fibonacciho haldé

foreach w € all trees in the root list of the heap do {
X = w; d = a degree of the tree w;
while rank[d] # null do {
y = rank[d];
if key(x) > key(y) then swap x and y;
remove y from the root list of the Heap;
make y a child of x, incrementing the degree of x;
mark(y) = false; rank[d] = null; d++;
3
rank[d] = x;
}
MIN = null;
for i = @ to max. degree of a tree in the array A do {
if rank[i] # null then {
add rank[i] to the root list of the heap;
If (MIN = null) or (key(A[il) < key(MIN)) then MIN = A[i];

}
}
Kod 2: Konzolidace ve Fibonacciho haldé
binary heap | d-ary heap | binomial heap | Fibonacci heap
accessMin() O(1) O(1) O(1) O(1)
deleteMin() O(log(n)) ©(log(n)) O(log(n)) O(n); O(log(n))
insert(e) O(log(n)) ©(log(n)) | O(log(n)); O(1) o(1)
delete(e) ©(log(n)) ©(log(n)) O(log(n)) O(n); O(log(n))
merge(h1,h2) O(n) O(n) O(log(n)) O(1)
decreaseKey(k,V) O(log(n)) ©(log(n)) O(log(n)) O(log(n)); O(1)

-+

Tabulka 5: Haldy - srovnan{ slozitosti
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2 Neorientované a orientované grafy, jejich reprezentace. Pro-
hledavani grafu (do hloubky a do sitky), topologické uspo-
radani, souvislost, stromy, minimalni kostra.

Graf je usporaddana dvojice mnoziny vrcholi a hran G = (V, E). Da se reprezentovat
mnoha zpusoby. Nelze Fici, ktery je lepsi, protoze se kazdé reprezentace hodi k trochu jinému
typu uloh. Nejcastéji je ale graf reprezentovan matici sousednosti (1 kde je hrana), lapla-
ceovou matici (na diagonale stupen vrcholu, -1 pro hranu), matici incidence (fadky jsou
body, sloupce hrany, 1 a -1 zna¢i zdrojovy a koncovy bod) nebo pomoci seznamu sousedi
(u kazdébo bodu list s jeho sousedama).

Silné souvisla komponenta (SCC) Graf je silné souvisly jestlize existuje cesta v obou
smérech mezi kazdymi dvéma vrcholy. SCC orientovaného grafu je maximéaln{ silné souvisly
podgraf.

SCC(v) = {u € V| there exists a path in G from u to v and a path in G from v to u}

2.1 Kosaraju

Pouziva upraveny DFS kde pii uzavirdni vrcholu ho vlozi do stacku S. Po prvnim pri-
chodu DFS celym grafem prohodi hrany a vyresetuje oznaceni vrcholi. Dokud S obsahuje
néjaky vrchol tak ho vybere ze stacku. Pokud vrchol jesté nebyl navstiven tak opét provede
DFS. Mnozina aktualné navstivenych vrcholit d& SCC obsahujici i aktuélni vrchol.

Algoritmus provadi 2 kompletni prichody grafem. Pokud je graf reprezentovan jako list
sousedii pak bézi v O(|V| + |E|), pokud jako matice sousedu tak O(|V?)

2.2 Tarjan

Tarjantv algoritmus vychézi z prohledavéani do hloubky. Vrcholy se pii prohledavani
indexuji dle poradi svého nalezeni. P¥i navratu z rekurze se kazdému vrcholu prifadi uzel s

tvv e

(index), jsou ve stejné komponenté.

Tarjantv algoritmus mé stejné jako prohledavani do hloubky asymptotickou slozitost
O(|V| + |E|) (pii pouziti listu soused, jinak p¥i matici soused O(|V?|)).
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procedure tarjanAlgorithm(Node node, List scc, Stack s, int index)

v.index = index
v.lowlink = index
index++

s.push(node) //pridej na zasobnik
for each Node n in Adj(node) do //pro vsechny potomky
if n.index == -1 //pokud jeste nebyl uzel objeven
tarjanAlgorithm(n, scc, s, index) //prohledej
node.lowlink = min(node.lowlink, n.lowlink) //uprav lowlink otce
else if stack.contains(n) //pokud komponenta nebyla jiz uzavrena
node.lowlink = min(node.lowlink, n.index)

if node.lowlink == node.index //pokud jsme v koreni komponenty
Node n = null
List component //seznam uzlu dane komponenty
do
n = stack.pop() //vyber uzel ze zasobniku
component.add(n) //pridej ho do komponenty
while(n != v) //dokud nejsme v koreni
scc.add(component) //komponentu pridej do seznamu komponent

Kod 3: Tarjan
2.3 Topologické usporadani

Topologické usporadani je takova posloupnost uzli grafu, Ze pro kazdou jeho hranu (u, v)
plati, Ze uzel u je zafazen pred uzlem v. Topologicky lze proto usporadat pouze acyklické
grafy.

Jinymi slovy: VSechny vrcholy grafu G jsou oé&islovany tak, Ze u < v platé pro kazdy péar
vrchold, které maji hranu (u,v)

Topologické usporadéani lze zjistit pomoci upraveného DFS. Lze jim testovat grafovou
acyklicitu, konektivitu, hledani souvislych komponent.

Algoritmus topologického usporadani vychazi z prochazeni grafu do hloubky. Jedné se
o poradi uzavieni uzlt opa¢né orientovaného grafu. Casové slozitost tohoto postupu proto

O(IV| + |E)).

2.4 Minimalni kostra grafu - MST

Kostra grafu G je graf, ktery méa stejny pocet vrcholu jako G a je to strom. Minimaln{
kostra grafu je takova kostra, kterd ma soucet vah pouzitych hran nejmensi.
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2.4.1 Primav alg.

Nejprve se vybere libovolny vrchol z V' a vlozi se do vysledné mnoziny K. K nému se
pak v kazdé iteraci (je jich V') hledaji takové hrany (u,v) € E, které maji minimalni cenu,
ujev Kavneniv K

Algorithm 1 Prim alg.

Select an arbitrary vertex vy € V(G)

K = {v}

while |V(K)| # |V(G)| do
Select edge {u,v} € E(G) where u € V(K) and v ¢ V(K) so that w({u,v}) is min
K = K + edge{u, v}

end while
8 15 13 7 11 8 15 13 7 1

18 27 2 26 3 20 18 27 2 26 3 20
2 o 1 17 10 5 12 14 17 10 5

22 9 23 24 25 19 22 9 23 24 25 19
21 4 1 16 6 21 4 1 16 6

Slozitost zakladni implementace je O(E - V). Jednoducha implementace s pouzitim re-
prezentace grafu pomoci matice sousednosti a prohleddvanim pole cen mé ¢asovou slozi-
tost O(V?2). S pouzitim binarni haldy a seznamu sousedii dosdhneme slozitosti O((V +
E)log(V)) = Elog(V).

2.4.2 Boruvkuv alg.

Boravkuv algorimus funguje na principu skladani komponent. Na za¢atku jsou vSechny
uzly grafu povazovany za samostatné komponenty. Algoritmus v kazdém svém kroku propoji
kazdou komponentu s jinou komponentou pomoci nejkratsi mozné hrany. Jelikoz Boriv-
kiv algoritmus vyzaduje, aby mély vS8echny hrany unikatni vahu, tak pf¥i propojeni kompo-
nent nikdy nemitize vzniknout cyklus. Déale je zajisténo, Ze se v kazdém kroku zmensi pocet
komponent miniméalné na polovinu - tj. algoritmus terminuje v [logy |V|] krocich. Pfi kaz-
dém z téchto kroku je t¥eba najit pro vSechny komponenty nejkratsi vychazejici hranu, coz
muze zabrat az O(|E|) operaci. Celkova asymptoticka slozitost Boriuvkova algoritmu je tedy
O(|E| - 1og, V).

Algorithm 2 Borivka alg.
K= (V(G))
while while K has at least two connected components do
For all components T; of graph K the light incident edge t; is chosen.
All edges t; are added to K
end while
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PS 8 P 15 P 13 P 7 P 11 PS o 8 - 15 13 7 11

18 27 2 26 3 20 18 27 2 26 3 20
Ps 12 Ps 14 Ps 17 Py 10 PS 5 ® 12 14 17 10 5

22 9 23 24 25 19 22 9 23 24 25 19
Ps 2 gt PS 1 PS 16 PS 6 Py ® 21 4 P 1 Py 16 ._6.

2.4.3 Kruskaliv (,greedy*) alg.

Kruskalav algoritmus nejprve setiidi hrany dle jejich vahy (od nejmensi) a nasledné pii-
dava hrany do grafu takovym zpisobem, aby nevznikl zadny cyklus (tj. procedura terminuje
po pfidani |V| — 1 hran). V kazdé iteraci je vysledek podgrafem MST.

K zajisténi acykli¢nosti si algoritmus pomoci datové struktury disjoint set (union-find)
udrzuje pro kazdy uzel informaci o prislusnosti ke komponenté souvislosti. Disjoint set po-
skytuje dvé operace: union (spoji dvé komponenty souvislosti) a find (zjisti pro dany uzel
piislusnost ke komponenté souvislosti).

Struktury se ptame |E(G)|-krat jestli jsou 2 vrcholy ve stejné kmoponenté (operace find)
a mergujeme jen |V (G)| — 1-krat 2 komponenty do jedné (operace union).

Casov4 slozitost algoritmu je v pripadé pouziti fadictho algoritmu zalozeného na porov-
navani O(|E| - log |E|). Pokud jsou hrany jiZz pfedfazeny, nebo je moZno k jejich sefazeni
pouzit Fadici algoritmus s linearni sloZitosti (napf. counting sort), tak je slozitost Kruskalova
algoritmu rovna O(|E| - «(|E])), kde « je inverzni Ackermannova funkce (odpovida slozitosti
operaci union a find).

Algorithm 3 Kruskal alg.

Sort all edges e1, ..., en—|p@) € E(G) so that w(e1) < ... <w(en)
K= (V(G))
fort=1...mdo
if K + edge {u,v} is an acyclic graph then
K =K + edge {u,v}

end if
end for
8 15 13 7 1 8 15 13 7 1
18 27 2 26 3 20 18 27 2 26 3 20
12 14 17 10 5 12 14 17 10 5
22 9 23 24 25 19 22 9 23 24 25 19

21 4 1 16 6 21 4 >
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2.4.4 Union-Find problém

Problém, ktery se fesi v kruskalové algoritmu pro hledani MST, pfi zjistovani, zda 2
vrcholy lezi v jedné komponenté, ¢i nikoli - O(1).

Jednoduché teSeni Pole, kde pro kazdy vrchol udrzujem ¢islo komponenty v jaké je
(defaultné obsahuje svoje ¢islo). Operace find jen vrati hodnotu na indexu. Union si najde
pomoci findu oba prvky a pokud jsou ruzné, tak hodnota jednoho prvkiu je prepséna na
hodnotu druhého (ve viech vyskytech) - O(V).

VylepsSené feSeni za pouziti orientovaného stromu Ve findu, pokud se naleznou prvky
s riznymi komponentami, tak kofen mensiho stromu je pridan jako potomek vétsiho. Hod-
noty v poli vzdy ukazuji na roota komponenty.
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3 Vyhledavaci stromy: B, B+, R-B, 2-3-4, splay a jejich prak-
tické vyuziti. Problematika vyhledavani ve vice dimenzich,
K-D stromy.

Pro vyhledvani se pouzivaji naivni metody: sekvenéni prohledavani nebo bindrni pileni
pole (pfedpoklad sefazeného pole), interpolaéni hledéni (sefazené pole).

3.1 BVS - Binarni vyhledavaci strom

Strom, kde uzel ma max 2 potomky. Levi potomci jsou vzdy mensi, pravi vétsi. Minimum
ze stromu je nejlevéjsi prvek (maximum nejpravéjsi).

Hledani, maximum, minimum, néaslednik, pfedchiidce jsou nalezeny v O(h), kde h je
vyska stromu. Pokud je strom nevyvazeny tak h = n a tedy O(n). Pokud je vyvazeny tak
h = log(n) a tim padem i O(log(n))

VyvaZovani stromu Pii riznych operacich (napf. vlozeni) by ¢asova naro¢nost je O(n)
kdy je cely strom jedn& dlouha vétev. Pro zlepSeni slozitosti na O(log(n)) se stromy tzv.
vyvazuji - tim se snizuje pocet pater. S timto pojmem souvisi rotace stromu.

Obrazek 5: Leva a levoprava rotace

AVL jsou vyskové vyvazené stromy.

3.2 Splay strom

Splay strom je samovyvazujici binarni vyhledavaci strom majici tu vlastnost, Ze prvky,
k nimZ se nedavno pristupovalo, jsou rychle znovu dostupné. Provadi zakladni operace
jako vkladani, vyhledavani a odstrafiovani prvkia v amortizovaném case O(logn) (vyska je n
ale amortizované jsou slozitosti logaritmické). Vyhodou oproti (nap¥. AVL) je, Ze nepotiebuje
udrzovat dalsi informaci (vyska nebo barva).

V8echny obvyklé operace na binarnich vyhledavacich stromech jsou spojeny s jednou
zékladni, které se Tika splay. Splay uzlu preusporada strom tak, Ze se dany uzel dostane do
korene. Zpisob, jak toho docilit, je provést standardni vyhledavéani daného uzlu v binarnim
stromu a néasledné provést specialni rotace stromu takové, aby se uzel dostal do kotene.
Kazdy pristup nebo vloZeni pfenda prvek do rootu. Zig-Zag a Zig-Zig rotace.
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3.3 R-B (Red-Black) strom

Cerveno—éerny strom je binarni vyhledavaci strom. Je vyvazeny, jeho hloubka je maxi-
mélné dvojnasobek hloubky vyvazeného stromu. Jedna se o datovou strukturu ¢asto pouzi-
vanou pro implementaci asociativniho pole.

Cerveno-Cerny strom musi spliiovat nasledujici pravidla:

e Kazdy vrchol je bud &erveny, nebo Gerny.

e Kofen je Cerny.

Listy (nil) jsou pokladany za ¢erné vrcholy.

Kazdy ¢erveny vrchol mé dva Cerné syny.

e Kazdé cesta z jednoho vrcholu do jeho podfizenych listt obsahuje stejny pocet ¢ernych
vrcholt.

Cerna vyska vrcholu x je podet dernych vrcholi na cesté z x k listu (nepocita se vrchol
samotny).

black height bh(T) = 2

1
black height ////

bh (x)

Vkladani O(log(n)) (max 2 rotace) Novy node x je Cerveny. Vlozi se normalné jako v
klasickém BST. Pokud je rodi¢ ¢erny, vSe je ok. Pokud je rodi¢ ¢erveny:

e jestli je stryc (nodu x) ¢erveny - prebarveni

e jinak jestli je x pravy potomek - dvojita rotace (prvni rotaci se z toho stane 3. ptipad)
+ prebarveni

e jinak jednoducha rotace + prebarveni

Mazani O(log(n)) (max 3 rotace) Najde se vrchol ke smazani a klasicky se smaze (mize
mit max 1 potomka, jinak ho zaménime s s nejblizZ§im pfedchidcem a pak ho maZem z nové
pozice). Pokud je mazany prvek ¢erveny, muzeme ho v klidu smazat - strom stale zistane
R-B.
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Nyni predpokladejte, Ze mazany prvek je ¢erny a X je oznaceni potomka mazaného (¢er-
ného) prvku. Pokud je X ¢erveny, sta¢i ho obarvit na ¢erno a tim je konec. Pokud je ¢erny,
tak nastavaji 4 piipady:

e pokud je sourozenec Cerveny - leva rotace pravého podstromu, prebarvi sourozence a
pokracuj do dalsiho piipadu

e Cerny sourozenec s 2 ¢ernymi potomky - obarvi sourozence a jdi (X) nahoru (double
¢ernéa barva obarvi rodice)

e Cerny sourozenec s min 1 ¢ervenym potomkem

— levy potomek je Cerveny - prava rotace sourozence (transformuje na nasledujici
pripad)

— pravy potomek je ¢erveny - leva rotace pravého podstromu

3.4 B strom

B-strom je zobecnénim BST v tom smyslu, Ze umoziuje vice nez 2 potomky. Je speci-
ficky tim, Ze ma fad n a limity na maximalni (n), i minimalni ({%1) pocet potomkii vrcholu.
B-strom je diky této vlastnosti vyvazeny, operace pridani, vyjmuti i vyhledavani tedy pro-
bihaji v logaritmickém ¢ase. Tato struktura je ¢asto pouzivana v aplikacich, kdy neni cela
struktura uloZena v paméti RAM, ale v n&jaké sekundarni paméti, jako je pevny disk (napii-
klad databaze). ProtoZe ptistup do tohoto typu paméti je naro¢ny na ¢as (hlavné vyhledani
nédhodné polozky), snazime se minimalizovat pocet pfistupi do této paméti.

B-strom tadu n je takovy strom, ktery spliuje tyto vlastnosti:

e Vsechny listy (tj.uzly které nemaji zadné potomky) jsou na stejné arovni (ve stejné
hloubce).

e Vsechny uzly kromé kofene maji maximélné n a minimalné [%w potomkii.

e Kofen méa nejvyse n potomki, spodnf hranice neni omezena.

Princip ulozeni dat Data jsou ve stromu uloZena jako setfidéné hodnoty, které rozdéluji
strom na jednotlivé podstromy. Napiiklad pokud néjaky uzel mé t¥i potomky, musi byt v
tomto uzlu ulozeny dva klice k1 a ks, které budou uzel rozdélovat. Vsechny hodnoty které
jsou mensi nez ki musi byt ulozeny v levém podstromu, hodnoty které jsou vétsi nez ki a
mensi nez ko musi byt ulozeny v prostfednim podstromu, a konecné vSechny hodnoty vétsi
nez ko musi byt v pravém podstromu. Na tyto podstromy jsou samoziejmé v uzlu ulozeny
ukazatele.

List tedy obsahuje {%1 — 1 az n — 1 kli¢t a neobsahuje zadny ukazatel na podstrom.
Vnitini uzel (tj. takovy uzel, ktery neni listem ani kofenem) obsahuje stejny pocet kli¢u k,
ale tyto klice rozdéluji potomky tohoto uzlu do k+ 1 podstromi. Kofen ma maximalné n — 1
kli¢i a nemusi mit zddné potomky - v tom piipadé je pak zaroven listem.

Pokud chceme vlozit nebo smazat data (kli¢e) z uzlu, zméni se tim pocet potomku tohoto

uzlu. Aby se dodrzel rozsah dany fadem stromu, vnitini uzly se v piipadé potieby rozdéluji
¢i slucuji.
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Vkladani Multi vs single faze strategie vkladéani

Insert L [cIM[P[T[X Split GMPTX
Tree grows by 1
[AlBlciplE| [J]k][ [ [ J[N[o[ [ [ ||QR[s[ [ J[ulv] | [ |[vlz] | ]]

Insert L to JK
G|M T\ X

£

a[Blc|p]E] [J[K[ [ | J[N[o] [ [ ] [Q[R[s[ [ J[ulv] [ [ ][vlz] []]
Pl L[]
GM T|X
a[Blc|p]e] [J[KE] | J[N[o] [ | ] [Q[R[s[ [ J[ulv] [ [ |[vlz[ []]

Obrazek 6: singlephase strategie vkladani (avoid the future problems®)

Mazani jen multipass strategie!

[G]m JKLMN _‘/_ _‘/_
RSO RO - va y
[ GRCTTINSCTT] KN

Ikl [ [ J[m[N[T ] ]

3.5 2-3-4 strom

2-3-4 vyhledévaci strom je bud prazdny nebo obsahuje 3 typy prvki:

e 2-nody s jednim klicem, levym odkazem na strom s mensimi kli¢i a pravym odkazem
na strom s vétsimi klici.

e 3-nody s dvéma kli¢i, levym odkazem na strom s mensimi kli¢i, prostfednim odkazem
na strom s hodnotami mezi a pravym odkazem na strom s vétsimi kli¢i.

e 4-nody s tfemi kli¢i a ¢tyimi odkazy na stromy s kli¢i s hodnotami mezi.

Vsechny odkazy na prazdné stromy (napft. listy) maji stejnou vzdalenost od kofene -
strom je perfektné vyvazeny. Vkladani (s mirnym vylepSenim) a mazani je stejné jako v
B-stromu.

2-3-4 strom je strukturou stejny jako B-strom radu 4.
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117 30 58(62(71] 79(89)
1%1420 2425 [32] [a¢] [aofa] [51 mmmmm o2

3.6 B+ strom

Podobny B-stromu (vzdy perfektné vyvazeny) s rozdily: Hodnoty jsou uloZeny
jen v listech. Interni prvky obsahuji jen vyhledévaci kli¢e a jsou pouzity jen jako placehol-
dery k nasmérovani hledéani.

Listy jsou spolu linkovany ve formé LinkedListu. Hodnoty pak mohou byt ziskiny sek-
ven¢éné bez pristupu skrze strom.

60] |

28(50] | | [75/85] | |

]| [C L
5 [10[15R0 P428/30 | 50|55 | 60|:h|7mi859095
5 asleinksanh vank s b

Find, Insert, Delete - ©(log, n) - b je fad stromu, n je pocet prvki

3.7 Vyhledavani ve vice dimenzich
3.8 K-D strom

Je BVS reprezentujici obdélnikovou plochu v D-dimenzionalnim prostoru. Plocha je roz-
délena (a rekurzivné dorozdélena) do obdélnikovych bunék. Dimenze jsou znaceny podle
jejich indexu 0,1,...,D — 1.

R je kofen stromu (nebo podstromu). Obdélnikova D-dimenzionalni buitka C'(R) (hy-
perobdelnik) je asociovan s R. Jsou definovany soufadnice R[0], R[1],.. a hloubka stromu

h.

Operace

e Find(key) - stejné jako v 1D stromé. Hled4 se st¥idavé podle soufadnic odpovidajici
hloubce stromu (modulo) a postupné se osekava vyhledavany prostor.
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e Insert(key) - stejné jako v 1D stromé. Porovnavaji se st¥idavé soufadnice odpovidajici
hloubce stromu (modulo) a postupné se projde az k listu, kam se novy prvek vlozi.

e FindMin(dim) - minimalni prvek pro ur¢itou dimenzi. Tato operace je provedena

jako ¢ast operace delete. Nejnaro¢néjsi operace (protoZze delete metoda rapidné méni
strukturu stromu) - O(n!=/4).

e Delete() - jen listy mohou byt smazany. Mazani prvku uvniti stromu je zajisténo
nahradou hodnot, za hodnoty jiného odpovidajiciho prvku hloubéji ve stromu. Pokud
pravy podstrom R neni prazdny, najdi v ném minimum (podle dimenze hledaného
prvku). Pokud je prazdny hledej v levém podstromu (podle dimenze hledaného prvku).
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3.9 Skip List

Je sefazeny linkedlist kde kazdy prvek obsahuje proménny pocet odkazt. k-ty link im-
plementuje jednoduchy linkedlist, ktery preskakuje prvky s mensim pocétem linkt nez k.

Je to LinkedList s vyhledavaci naro¢nosti O(log(n)). Problém mé navazujicimi inser-
t/delete operacemi - ty ni¢i ,spravny* tvar listu a tim. Regenim je vytvorit ndhodny tvar
podobny tomu optimélnimu, malé ndhodné deviace v dlouhém béhu vyuziti struktury nam
tolik nevadi.

e find - postupné se prochézi top-level listy a postupné se mifi nize.

e insert - opét se postupné prochézi nize az se vlozi novy prvek a nahodné se vygeneruje
k pro nové vznikly prvek - doplni se linky na ostatni prvky.

-
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4 Presné a priblizné hledani mnozin vzorki v textu, Hammin-
gova a Levenshteinova vzdalenost. Efektivni algoritmy hle-
dani zaloZzené na vyuziti kone¢nych automati. Klasické hle-
dani v textu (naivni, Boyer-Moore). Slovnikové automaty.

e Abeceda: Konednad mnozina znakt. Znaci se A
e Text: Posloupnost znaki nad danou abecedou. Symboly textu se znadi tq,...,t,
e Vzorek: Posloupnost znakt nad stejnou abecedou, jejich vyskyt se hledd v daném
textu. Text byva fadové delsi nez vzorek. Symboly vzorku se znaci pi,...,pm
4.1 Hammingova vzdalenost

Hammingova vzdalenost k& > 0, je minimalni ¢islo takové, Ze zménou symboli na k
raznych pozicich v jednom z fetézcu ziskdme druhy Fetézec. Symboly nelze vypoustét nebo
pridavat, Hammingova vzdélenost je definovana jen pro fetézce stejné délky. V praxi se
implementuje pomoci dynamického programovini podobné jako Levenshteinova vzdalenost.
Vyuziti pfi vyhledédvani podfetézcu.

Obrazek 7: NFA, ktery prijima slovo s Hammingovou vzdalenosti max 3 od vzoru pypepsps

4.2 Levenshteinova vzdalenost

Levenshteinova vzdéalenost je minimalni pocet operaci vkladani, mazani a substituce
takovych, aby po jejich provedeni byly zadané fetézce totozné. Pouziva se dynamické pro-
gramovani (pfedpocitana tabulka).

Vyplnéni tabulky:
1. v nultém Fadku a sloupcy tabulky A jsou postupné inkrementované ¢isla od 0
2. pokud jsou znaky na pozici (4, j) shodné, vloZime na pozici (i, ) hodnotu A(i—1,j—1)

3. pokud se znaky lii, na pozici (7, j) vlozime minimum z téchto tii hodnot:
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(a) A(i,j — 1) + 1 - odpovida operaci odstranéni znaku
(b) A(i —1,j) + 1 - odpovida operaci vloZeni znaku
(c) A(i—1,5 —1)+1 - odpovid4 operaci substituce znaku

4. Vysledky najdeme v poslednim fadku tabulky. Zajimaji nas sloupce, kde je hodnota
mensi rovna pozadované Levenshteinové vzdalenosti. Cteme zprava doleva.

ol i wl o~ o~
SN R NN I R3] RN Nl

O | | Lol po| | | 2

|| ol o | 1| ool

R WIN NN W e+
S| | eo] ol | o=
oo | o o o] 1|

< |vlias|se|lnn
olula|w| | —|o
Ao w| | | = o] o

Tabulka 6: Levenshteinova vzdalenost slova ,,Sunday” a ,Saturday“ = 3

4.3 Hledani v textu pomoci konec¢nych automati

Deterministicky kone¢ny automat (DFA) je automat, ktery z kazdého stavu mize
prejit do maximalné jednoho cilového stavu.

Nedeterministicky koneény automat (NFA) je automat, ktery z kazdého stavu mize
prejit do libovolného poctu cilovych stavi. Po pfec¢teni jednoho symbolu ze vstupu pirejde
soucasné do vSech cilovych stavi a ze vSech téchto stavii pokracuje ¢tenim dalsiho vstupu.
V prechodové tabulce NKA je navic sloupecek pro prazdny vstup, oznacovany e (prazdné
slovo; € 7). Epsilon-pfechody automat provadi neustale bez ¢teni symbolu ze vstupu.

DFA i NFA jsou definovany jako pé&tice A, @, qo, F, 6, kde A je vstupni konecné abeceda,
Q@ je mnozina vnitinich stavi, gg je pocateéni, F' je neprazdna mnozina koncovych stavi, §
je prechodova funkce.

Pifechodova funkce:

e VDFAjed:QxA—Q

e VNFA jed: Q x A— P(Q), kde P je poten¢éni mnoZina

Pievod NFA do DFA Opisuju vSechny stavy + pfidavim nové vzniklé  multistavy*.
Tabulka mtze narist az na 2" stavi.
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2

P
\%M,@Pz»@l’ab@m

Obrazek 8: NFA, ktery prijima jakékoliv slovo se substringem pipopsps (kdekoliv)

Operace s automaty: S tim souvisi e-pfechod. To je takovy prechod, ktery se déje neu-
stale, bez precteni vstupu.

e union - vytvoii se novy start stav a do obou start stavii sjednocovanych automati se

4.4

4.5

vytvori e-prechod
concatenation - z finalnich stavii A se vytvori e-prechody do start stavi B

iteration - novy start stav s e-pfechodem do startu A; z finalnich stavi A e-prechody
do starta A.

intersection - kartézsky soucin stavii z obou automatt

Naivni hledani

. PiiloZzime vzorek k zacatku textu.

. Dokud znaky vzorku a textu souhlasi, posunujeme se ve vzorku kupiedu.

KdyZ narazime na neshodu, posuneme cely vzorek o jednu pozici kuptedu, ve vzorku
se nastavime na zacatek a jdeme na 2.

. KdyZz dojdeme za konec vzorku nebo vzorek pfesdhne za konec textu, ohlasime vysledek

a piipadné postupujeme déle jako ve 3.

SloZitost tohoto postupu je O(m - n), kde m je délka vzoru a n je délka textu.

Boyer-Moore

1. Vzorek prilozime k textu a testujeme shodu vzorku odzadu.

2. Kdyz dojde k neshodé, je Sance, Ze vzorek lze posunout o vice pozic dopfedu, mnohdy

o celou délku vzorku. Cim delsi vzorek, tim rychlejsi hledani!

Kolize na posledni pozici vzorku Dopoméhéa nam tabulka BCS (bad character shift).
BCS je tabulka indexovana znaky abecedy znadici vzdalenost znakt od konce vzorku. Kdyz
tam znak neni, je vzdélenost délka vzorku.
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Text  |B|c|c|F|a|B|B[E|C]|
Pattern EEEEE

BCS AB|C|D|E|F
3|1|5/5|0|4

Kolize po ¢astec¢né shodé na konci vzorku Nastavaji 3 pripady:

e Piipona p se ve vzorku vyskytuje, a to tak, ze ji pfedchéz{ jiny znak nez pravé ve

vzorku kolidujici. Pak musime vzorek posunout tak, aby se tato dalsi nejblizs{ instance
pripony kryla s textem, tj. o vzdalenost mezi témito instancemi p¥ipony.

e Neéktera pripona vzorku stejné dlouhé nebo kratsi nez p se vyskytuje také na zacatku
vzorku. Uvazme nejdelsi takovou pfiponu, oznac¢me jeji vyskyt na zac¢atku vzorku sym-
bolem q. Vzorek pak musime posunout o vzdalenost mezi p a q.

Tabulka GSS (Good Suffix Shift) obsahuje pfipony vzorku vSech moznych délek od 1 do
m, kde m je délka vzorku a k témto pfiponédm pocet pozic, o které se mé vzorek posunout
v piipadé kolize.

P cxamolc | N
Pattern |A|D|B|A|C|B|A|C|B|A| pos;tlon mlsm;tches suffix shlfI: .
Pattern length: 10 8 [ BA 6

7 A CBA 9

Positions indexed from 1, 6 B ACBA 9
0 represents shift after 5 c BACBA 3
complete match. 4 A CBACBA 9
3 B ACBACBA 9

2 D BACBACBA 9

1 A DBACBACBA 10

[Apply case 2. after complete mattﬂ7+ . ADBACBACBA 9

\o

4.6 Slovnikové automaty

Slovnik nad abecedou A je koneéna mnozina fetézct (patternt) z A*. Slovnikovy automat
hled4 text pro jakykoliv fetézec ve slovniku.

e Abeceda: A = {a, ¢,d, e, g h,i,l, m,n, 0, q,r, st u, vy}

e Slovnik: D = {add, advanced, algorithms, to, your, algonqgiuan, adventures}

Stejné prefixy se daji mergovat do spole¢nych stavi.

VylepsSeni: Identické suffixy lze mergovat do jednoho stavu, napft. ,add” - 1ze zrusit jeden
stav (koncové ,d*) a dat prechod do jiného koncového ,d“ (napf. u slova ,advanced).
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Obrézek 9: Slovnikovy automat (bez suffix vylepSeni)

25
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5 Algoritmus, spravnost algoritmu, slozitost algoritmu, slozi-
tost ulohy, t¥ida P, trida NP.

Algoritmus. Algoritmem rozumime dobfe definovany proces, tj. posloupnost vypocetnich
krok, ktery pfijima hodnoty (zadani, vstup) a vytvaii hodnoty (feSeni, vystup).

Rekneme, Ze algoritmus A fed7 ulohu U, jestlize pro kazdy vstup (kazdou instanci pro-
blému U) vyda spravné feseni.

Spravnost algoritmu K ovéreni spravnosti algoritmu je tfeba ovérit 2 véci:

1. algoritmus se na kazdém vstupu zastavi

2. algoritmus po zastaveni vyda spravny vystup - feSeni

Variant Ditkaz faktu, Ze se algoritmus na kazdém vstupu zastavi, je zaloZen na nalezeni
tzv. variantu. Variant je hodnota udana pfirozenym ¢islem, ktera se béhem préce algoritmu
snizuje az nabude nejmensi moznou hodnotu (a tim zarucuje ukonceni algoritmu po konecné
mnoha krocich).

Invariant Invariant, téZ podminénd spravnost algoritmu, je tvrzeni, které:

e plati pfed vykonanim prvniho cyklu algoritmu, nebo po prvnim vykonani cyklu
e plati-li pred vykonanim cyklu, plati i po jeho vykonani

e pii ukonceni prace algoritmu zarucuje spravnost feseni

5.1 Slozitost algoritmu

SloZitost algoritmu udava, jak je dany algoritmus rychly (kolik provede elementarnich
operaci) vzhledem k mnoziné vstupnich dat. Ke klasifikaci algoritmii se obvykle pouZziva tzv.
asymtoticka slozitost, coz je rozdéleni algoritmii do tiid slozitosti, u kterych plati, ze od
urcité velikosti dat, je algoritmus dané t¥idy vzdy pomalejsi nez algoritmus tiidy predchozi,
bez ohledu na to, jestli je néktery z pocitaci c-nasobné vykonnéjsi (c je konstanta).

Algoritmy lze rozdélit do nékolika tiid sloZitosti na zakladé ¢asu a paméti, jez potiebuji
ke svému vykonéni na riznych typech Turingovych stroju. [3]

Casovou slozitost algoritmu udavame jako asymptoticky odhad T'(n) ¢asu potiebného
pro vyfeSeni kazdé instance velikosti n.

5.1.1 Asymptoticky rist funkeci

Definujeme nékolik symboli (mnozin).
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Symbol O. Je dana nezéporné funkce g(n). Rekneme, Ze nezaporna funkce f(n) je O(g(n)),
jestlize existuje kladna konstanta c¢ a prirozené ¢&islo ng tak, Ze

f(n) <c-g(n) pro vsechny n > ng
O(g(n)) muZeme téz chapat jako t¥idu v8ech nezapornych funkei f(n):
O(g(n)) = {F(n) | Fe > 0.n, tak, Ze f(n) < c-g(n) ¥n > no}

Dalsi symboly:

Tranzitivita O,),©. Mame dany tii nezaporné funkce f(n), g(n), h(n)
o Jestlize f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(h(n)), pak f(n) € O(h(n))

o Jestlize f(n) € Q(g(n)) a g(n) € Q(h(n)), pak f(n) € Q(h(n))
e Jestlize f(n) € ©(g(n)) a g(n) € ©(h(n)), pak f(n) € ©(h(n))

Reflexivita O0,Q,0. Pro viechny nezaporné funkce f(n) plati:

e f(n) € O(f(n))
o f(n) € Q(f(n))
e f(n) € O(f(n))

5.1.2 Master Theorem

Pouziva se pro urceni asymptotického ¢asového odhadu u rekurentnich vztahi.

Jsou dana prirozena ¢isla a > 1,b > 1 a funkce f(n). Predpokladejme, Ze funkce T'(n) je
déna na pfirozenych ¢islech rekurentnim vztahem

T(n) =aT (%) + f(n), kde % znamena bud [%| nebo [%].

1. Jesltize f(n) € O(n!°8» =€) pro n&jakou konstantu € > 0, pak T'(n) € O(nl8 ).
2. Jesltize f(n) € ©(nl°& %), pak T(n) € O(n'°8*1gn).

3. Jesltize f(n) € Q(n'°89F¢) pro n&jakou konstantu € > 0 a jestlize af(%) < cf(n) pro
néjakou konstantu ¢ < 1 pro vSechna dostatecné velka n, pak T'(n) € ©(f(n)).

MT nepokryvé vSechny pfipady.
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» Priklad

%) +n2.1g(n) // 3. piipad n?lg(n) € Q(n'°849)

) <c-n? lg(n) roznasobeni

6(4) 15 (4
1%712 Ig (%) <c-n?lg(n) // lg () si "zvetsim"na lg(n)

lg(n) // pokratim (vydélim) n?lg(n)
16 <c// c<1,plati
— T'(n) = ©(n*1g(n))

5.1.3 ResSeni rekurzivnich vztahti pomoci rekurzivnich stromi

» Priiklad
T(n) =3T (2) +n?

T (%) T (%) T (%)
T T
T(1) TG T(5%)

P

Vytvorime si jednotlivé hladiny stromu, ktery popisuje rekurzivni vypocet funkce T'(n).
V nulté hladiné mame pouze T'(n) a hodnotu n?, kterou potiebujeme k vypoétu T'(n)
(zname-li T' (% ). V prvni hlading se ndm vypocet T'(n) rozpadl na t¥i vypocty T'(n). K tomu
potfebujeme hodnotu 3 - (%)2 = %nQ. Pfi pfechodu z hladiny ¢ do hladiny i 4+ 1 se kazdy
vrchol rozdéli na tii a kazdy pfispéje do celkové hodnoty jednou Sestnactinou predchoziho.
Proto je soucet v hladiné ¢ roven (13—6)%2. Posledni hladina mé vrcholy oznacené hodnotami
T(1) a tim rekurze konéi. Pocet hladin odpovida log, n. V posledni hlading je 3°84" =
nl°843 hodnot T'(1). Proto plati

Odtud

SR 1
T(n) < n? Z <16> + O(n'e3) = p? 3
=0

16

+ O(n'o813) = %Tﬂ + O(nlos13d)

Proto T'(n) € ©(n?)
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5.2 Slozitost tulohy

Slozitost tlohy je slozitost nejlepsiho algoritmu Fesiciho danou tlohu.

5.3 Turingiv stroj (Turing machine - TM)

Je teoreticky model pocitace, ktery se sklada z:

e Fidici jednotky, kterd se mize nachazet v jednom z koneéné mnoha stavi
e potencialné nekone¢né pasky (nekoneéné na obé strany) rozdélené na jednotlivé pole

e Cteci hlavy, ktera umoznuje ¢ist obsah poli a piepisovat obsah poli pasky

Na zakladé symbolu X, ktery ¢te hlava na péasce, a na zékladé stavu ¢, ve tkerém se
nachazi fidici jednotka, se fidici jednotka Turingova stroje pfesune do stavu p, hlava prepise
obsah ¢teného pole na Y a presune se bud doprava nebo doleva (tato akce je popsana tzv.
prechodovou funkei).

Je dan sedmici (@, 3, T, 0, qo, B, F'), kde

Q@ je koneéna mnozina stavi

> je kone¢na mnozina vstupnich symbolu

I" je kone¢né mnozina paskovych symbola, pfitom > C T’

B - je prazdny symbol (blank), jedna se o paskovy symbol, ktery neni vstupnim sym-
bolem (tj. B €T\ X)

d je prechodova funkce, tj. parcidlni zobrazeni z mnoziny (Q \ F') x I' do mnoziny
Q xT' x L, R, (zde L znamena pohyb hlavy o jedno pole doleva, R pohyb doprava)

qo € Q je polatelni stav

F C @ je mnozina koncovych stavi

Nedeterministicky TM Je takovy Turingiiv stroj, u kterého pfipustime, aby v jedné
situaci mohl provézt nékolik riiznych kroki.

Pfijimany a rozhodovany jazyk TM. Vstupni slovo w € ¥* je prijato Turingovym
strojem M préavé tehdy, kdyz se Turingtuv stroj na slové w tspésné zastavi. Mnozinu slov
w € ¥*, které Turingiv stroj piijima, se nazyva jazyk prijimany M a zna¢ime ho L(M).

Turingtv stroj rozhoduje jazyk L, jestlize tento jazyk pfijimé a navic se na kazdém vstupu
zastavi.

5.4 Trida slozZitosti - P

Tiida P Rekneme, Ze rozhodovaci tloha U lezi ve tifds P, jestlize existuje determi-
nisticky Turingtv stroj, ktery rozhodne jazyk L;; a pracuje v polynomialnim case; tj.
funkce T'(n) je O(p(n)) pro néjaky polynom p(n).



5 TAL - ALGORITMUS, P, N'P 30

Priklady P tloh:

e Minimalni kostra v grafu. Je dan neorinetovany graf G s ohodnocenim hran c. Je
déno ¢islo k. Existuje kostra grafu ceny mensi nebo rovno k7

e Nejkratsi cesty v acyklickém grafu. Je dan acyklicky graf s ohodnocenim hran a.
Jsou dany vrcholy r a c. Je dano ¢islo k. Existuje orientované cesta z vrcholu r do
vrcholu ¢ délky mensi nebo rovno k7

e Toky v sitich. Je dana sit s hornim omezenim ¢, dolnim omezenim [, se zdrojem z a
spotiebicem s. Déle je déno ¢islo k. Existuje pifipustny tok od z do s velikosti alespon
k?

e Minimalni fez. Je ddna sit s hornim omezenim ¢, dolnim omezenim [. Déle je dano
¢islo k. Existuje fez, ktery mé kapacitu mensi nebo rovnu k7

5.5 Tr¥ida slozitosti - NP

Tiida NP Rekneme, Ze rozhodovaci tloha U lezf ve tifde NP, jestlize existuje nedeter-
ministicky Turingiv stroj, ktery rozhodne jazyk L;; a pracuje v polynomialnim case.

Piiklady NP tloh:

e Kliky v grafu. Je ddn neorinetovany graf G a ¢islo k. Existuje klika v grafu G o
alespon k vrcholech?

e Nejkratsi cesty v obecném grafu. Je dan orientovany graf s ohodnocenim hran a.
Jsou dany vrcholy r a v. Je déno ¢islo k. Existuje orientovana cesta z vrcholu r do
vrcholu ¢ délky mensi nebo rovno k7

e k-barevnost. Je dan neorientovany graf G. Je graf G k-barevny?

e Knapsack. Je dano n pfedméti 1,2,...,n. Kazdy prfedmét ¢ ma cenu ¢; a vahu w;.
Dale jsou déana ¢isla A a B. Je mozné vybrat pfedméty tak, aby celkova vaha neptrevysila
A a celkova cena byla alesponn B?

Otézka obsahuje texty, aryvky a definice z [6].
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6 NP-uplné a NP-té&zké tulohy, Cookova véta, heuristiky na
feseni N'P-t&zkych uloh, pravdépodobnostni algoritmy.

Nez nadefinujeme t¥idu N'PC, musime definovat (polynomiélni) redukci tloh.

Redukce a polynomialni redukce tloh. Jsou dany dvé rozhodovaci tlohy U a V. Rek-
neme, ze uloha U se redukuje na tlohu V), jestlize existuje algoritmus (program pro RAM,
Turingiiv stroj) M, ktery pro kazdou instanci I dlohy U zkonstruuje instanci I’ tlohy V a
to tak, ze

I je ANO-instance U iff I’ je ANO-instance V

Fakt, ze uloha U se redukuje na tlohu V znacime

u<avy.

Jestlize navic, algoritmus M pracuje v polynomialnim Case, fikdme, ze U se polynomidlné
redukuje na V a znacime

Uu<,V.

6.1 Triida slozitosti - N'PC (N'P-complete, N'P-tiplna)
NP uplné dlohy. Rekneme, Ze rozhodovaci tloha U je NP uplnd , jestlize

1. U je ve tride NP
2. kazda NP uloha se polynomialné redukuje na U.

Piiklady N'PC dloh:

e SAT Splnitelnost formuli v konjunktivnim normélnim tvaru.
e 3 - CNF SAT
e 3-barevnost

o ILP
6.2 Trida slozitosti - N'P-hard (N'P-tézka)
NP obtizné tulohy. Jestlize o nékteré tloze U pouze vime, Ze se na ni polynomialné

redukuje nékterd NP 1plna tloha, pak fikame, ze U je NP t&zka, nebo téz NP obtizna.
Poznamenejme, Ze to vlastné znamena, Ze U je alespon tak tézka jako vsechny NP tlohy.
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6.3 Cookova véta

Dle Cookovy véty lze prevést v polynomialnim ¢ase libovolny nedeterministicky Turingiv
stroj na problém splnitelnosti booleovskych formuli v konjunktivnim normélnim tvaru (CNF

SAT).

M~

t¥idy NP. O téchto tlohéch, na které lze prevést v polynomialnim ¢ase libovolnou jinou tlohu
z NP, rikame, Ze jsou N'P-uplné (N'P-complete).

Diikaz. Neni t&zké se presvéddit Ze tloha SAT je ve tiidé N'P. Prvni faze nedeterministic-
kého algoritmu vygeneruje ohodnoceni logickych proménnych a na zakladé tohoto ohodnoceni
jsme schopni v polynomialnim Case ovérit, zda je v tomto ohodnoceni formule pravdiva nebo
ne.

Druh4 ¢ast dikazu spoCiva v popisu prace TM formuli vyrokové logiky. Nacrtneme si
zékladni myslenku tohoto popisu.

Je dan NTM M = (Q, %, T, 0, qo, B, F'). Pfedpokladejme, ze M prijimé slovo w a potie-
buje pfi tom p(n) kroki.

Zavedeme logické proménné:

e hij, 1=0,1,...,p(n);j=1,2,...,p(n);

— h;; je rovna 1, pokud hlava TM v case i Cte j-té pole pasky.
e sf,i=0,1,....,p(n);q€Q

— s je rovna 1, pokud TM v Case i je ve stavu q.

.tA z:O,l,,p(n),j:LQa7p(n)’A€F

/L?]’

— tfj je rovna 1, pokud v Case i v j-té poli pasky je paskovy symbol A.
Nyni je tfeba formulemi popsat néasledujici fakta:

1. V kazdém okamziku je TM v pravé jednom stavu.
2. V kazdém okamziku ¢te hlava TM pravé jedno pole vstupni pasky.
3. V kazdém okamziku je na kazdém poli pasky TM pravé jeden péaskovy symbol.

4. Na zacatku prace (tj. v ¢ase 0) je TM ve stavu qg, hlava ¢te prvni pole pasky a na
pasce je na prvnich n polich vstupni slovo, ostatni pole pasky obsahuji B.

5. Krok TM je urcen prechodovou funkci, tj. stav stroje, obsah ¢teného pole a poloha
hlavy v Case ¢ + 1 je dana prechodovou funkci.

6. V polich pasky, které v ¢ase i hlava necte, je obsah v ¢ase ¢ + 1 stejny jako v 1.

7. Na konci prace TM | tj. v ¢ase p(n), je stroj ve stavu gy.
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Ukézeme jak utvorit formule pro body 1,4, 5,6 a 7.

Bod 1. V okamziku ¢ je TM v aspoii jednom stavu:

q
Vsl

q€Q

V okamziku ¢ TM neni ve dvou riznych stavech:

/\ (ms? v ﬁsgl).
qa#q’

Nyni fakt, ze TM je v okamziku ¢ pravé v jednom stavu je konjunkce obou vyse uvedenych
formuli:

(\V sHA N (st v =s?).

qeqQ q#q’

Bod 4. Na zacatku préace (tj. v ¢ase 0) je TM ve stavu qp, hlava ¢te prvni pole pasky a
na pasce je na prvnich n polich vstupni slovo ajas ... ay, ostatni pole pasky obsahuji B.

SO AR ATEY A AN ANy A A

Bod 5. Jestlize TM je v Case i ve stavu ¢, hlava je na j-tém poli péasky, hlava ¢te paskovy
symbol A a d(q, A) se sklada z trojic (p, C, D) (zde D = 1 znamen4 posun hlavy doprava,
D = —1 znamen4 posun hlavy doleva), pak formule ma tvar:

A c
/\ /\ (8] Nhij NES) = \/(Sfﬂ Ati1j A hisj+D))-
j Aer

Bod 6. Obsah poli kromé j-tého zlstava v ¢ase ¢ 4+ 1 stejny:

/\ /\ ((=hig N tf}j) = téH,j)‘

j Aer

Bod 7. Na konci prace TM, tj. v ¢ase p(n) je stroj ve stavu ¢;:

9f
Sp(n)’
Vyslednou formuli dostaneme jako konjunkci vSech dilé¢ich formuli pro vSechny casové

okamziky ¢ = 0,1,...,p(n).

6.4 Heuristiky na reseni N'P-t&8zkych tloh

JestliZe je t¥eba Fesit problém, ktery je NP uplny, musime pro vétsi instance opustit mys-
lenku presného nebo optiméalniho feSeni a smiftit se s tim, Ze ziskdme ,dostateéné presné” nebo
,dostatecné kvalitni“ feSeni. K tomu se pouzivaji heuristické algoritmy pracujici v polynomi-
alnim Case. Algoritmim, kde umime zarucit ,,jak daleko“ je nalezené Feseni od optiméalniho,
se také rika aproximacni algoritmy.
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Trojahelnikova nerovnost. Rekneme, Ze instance obchodniho cestujiciho spliiuje troja-
helnikovou nerovnost, jestlize pro kazda tii mésta i, j, k plati:

d(i,7) < d(i, k) +d(k,j).

6.4.1 2-aproximacni algoritmus

Jestlize instance I obchodniho cestujictho spliiuje trojihelnikovou nerovnost, pak existuje
polynomialni algoritmus .4, ktery pro I najde trasu délky D, kde D < 20PT(I) (OPT(I)
je délka optimalni trasy v I).

Slovni popis algoritmu. Instanci I povazujeme za tplny graf G s mnozinou vrcholu
V ={1,2,...,n} a ohodnocenim d.

1. V grafu G najdeme minimalni kostru (V, K).

2. Kostru (V, K) prohledame do hloubky z libovolného vrcholu.

3. Trasu T vytvorime tak, Ze vrcholy prochézime ve stejném pofadi jako pfi prvnim

navstiveni b&hem prohledévani grafu. T je vystupem algoritmu.

Ziejmé plati, ze délka kostry K je mensi nez OPT(I). Ano, vynechame- li z optimalni trasy
nékterou hranu, dostaneme kostru grafu G. Protoze K je minimalni kostra, musi byt délka K
mensi nez OPT(I) (pfedpokladame, Ze vzdéalenosti mést jsou kladné). Vzhledem k platnosti
trojuhelnikové nerovnosti, je délka T" mensi nebo rovna dvojnésobku délky kostry K.

6.4.2 Christofidestv algoritmus
Jestlize instance I obchodniho cestujictho spliiuje trojihelnikovou nerovnost, pak nasle-
dujici algoritmus najde trasu T' délky D takovou, ze D < %OPT(I).

Instanci I povazujeme za uplny graf G s mnozinou vrchola V' = {1,2,...,n} a ohodno-
cenim d.

1. V grafu G najdeme miniméalni kostru (V, K).

2. Vytvorime tplny graf H na mnoziné vSech vrcholi, které v kostie (V, K) maji lichy
stupen.

3. V grafu H najdeme nejlevnéjsi perfektni parovani P!.

4. Hrany P pfiddme k hranam K minimalni kostry. Graf (V, P U K) je eulerovsky graf.
V grafu (V, P U K) sestrojime uzavieny eulerovsky tah.

5. Trasu T ziskdme z eulerovského tahu tak, Ze vrcholy navstivime v pofadi, ve kterém
jsme do nich poprvé vstoupili pfi tvorbé eulerovského tahu.

Plati, ze délka takto vzniklé trasy je maximalné % krat vétsi nez délka optimalni trasy.

IParovani grafu je v teorii grafi takova podmnozina hran grafu, ze zadné dvé hrany z této mnoZiny nemaji
spole¢ény vrchol. (Idea je takova, Zze vrcholy grafu davame do part. Par mtze vzniknout jen tam, kde byla
hrana. Pfitom kazdy vrchol mize byt jen v jednom paru. ) Perfektni parovani grafu je parovani, které pokryva
v8echny vrcholy grafu [9].
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6.5 Pravdépodobnostni algoritmy

Randomizovany Turingiv stroj (RTM). RTM je, zhruba feceno, Turinguv stroj M
se dvéma nebo vice paskami ( pasky > 2 obsahuji B), kde prvni paska méa stejnou roli jako
u deterministického Turingova stroje, ale druhé paska obsahuje ndhodnou posloupnost 0 a
1, tj. na kazdém policku se 0 objevi s pravdépodobnosti % a ltaké s pravdépodobnosti %

Trida RP. Jazyk L patii do t¥idy RP praveé tehdy, kdyz existuje RTM M takovy, Ze:

1. Jestlize w ¢ L, stroj M se ve stavu ¢y zastavi s pravdépodobnosti 0.

2. Jestlize w € L, stroj M se ve stavu gy zastavi s pravdépodobnosti, ktera je alespoii

1
rovina 3"

3. Existuje polynom p(n) takovy, ze kazdy béh M (tj. pro jakykoli obsah druhé pasky)
trva maximalné p(n) krokt, kde n je délka vstupniho slova.

Piiklady RP aloh:

e Miller-Rabiniv test prvocdiselnosti

TM typu Monte-Carlo. RTM spliujici podminky 1 a 2 z definice RP se nazyva TM
typu Monte-Carlo (obecné nemusi pracovat v polynomialnim ¢ase).
6.5.1 Tv¥ida ZPP

Jazyk L patii do t¥idy ZPP pravé tehdy, kdyz existuje RTM M takovy, zZe:

1. Jestlize w ¢ L, stroj M se ve stavu gy zastavi s pravdépodobnosti 0.
2. Jestlize w € L, stroj M se ve stavu ¢y zastavi s pravdépodobnosti 1.

3. Stfedni hodnota po¢tu kroki M v jednom béhu je p(n), kde p(n) je polynom a n je
délka vstupniho slova.

To znamena: M neudéld chybu, ale nezaruc¢ujeme vzdy polynomiélni pocet krokt pii
jednom béhu, pouze stfedni hodnota poctu kroki je polynomialni.

TM typu Las-Vegas. RTM splhujici podminky z definice ZPP se nazyva TM typu Las-
Vegas.

Otazka obsahuje texty, aryvky a definice z [6].
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7 Turingovy stroje, rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky,
algoritmicky neresSitelné tulohy.

Turingovy stroje viz predchozi otdzky. TODO: mozna néjaky piiklad TM

7.1 Rekurzivni jazyky

Rekneme, 7e jazyk L je rekurzivni, jestlize existuje Turingtv stroj M, ktery rozhoduje
jazyk L.

Ptipomenime, Ze Turingtv stroj M rozhoduje jazyk L znamena, Ze jej pfijima a na kazdém
vstupu se zastavi (bud tspésné nebo netspésné).

7.2 Rekurzivné spocetné jazyky

Rekneme, Ze jazyk L je rekurzivné spocetny, jestlize existuje Turingtuv stroj M, ktery
tento jazyk prijimaé.

Jinymi slovy, M se pro kazdé slovo w, které patii do L, Gspésné zastavi a pro slovo w,
které nepatii do L se bud zastavi netispéiné nebo se nezastavi viibec.

Jazykim, které nejsou rekurzivni, také fikdme, Ze jsou algoritmicky nefesitelné nebo
nerozhodnutelné. Obdobné mluvime o ulohéch, které jsou nerozhodnutelné nebo algorit-
micky nereSitelné.

e Diagonalni jazyk

e Univerzalni jazyk
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8 Metoda vétvi a mezi. Algoritmy pro celoc¢iselné linearni pro-
gramovani. Formulace optimaliza¢nich a rozhodovacich pro-
blémt pomoci celoc¢iselného lineadrniho programovani. Toky
a Tezy. Multi-komoditni toky.

8.1 Metoda vétvi a mezi (Branch and Bound)

Prozkoumavani stavového stromu v8ech moznosti. Uzly pfedstavuji ¢asteéna feSeni pro-
blému. Listy jsou konecna feSeni. Béhem prochézeni stromu lze odfezavat celé vétve, které
jsou bud nepfipustné, nebo nejsou lepsi nez dosud nalezené FeSen.

8.2 ILP - celociselné linearni programovani

Uloha celo¢iselného linearniho programovéani (LP) je zadana matici A € R™*™ a vektory
be R™, c e R". Cilem je najit takovy vektor x € Z", 7e plati A-x < ba ¢ -z je maximalni.

Obvykle se celo¢iselné linedrni programovani zapisuje ve tvaru:

Pokud bychom takovou tlohu fesili pomoci linedrniho programovani s tim, Ze bychom
vysledek zaokrouhlili, nejenom Ze bychom neméli zaruceno Ze vysledné feseni bude optimélni
ale ani to, zda bude pfipustné. Zatimco tloha LP je feSitelnd v polynomialnim ¢ase, tloha
ILP je tzv. NP-tézka (NP-hard), neboli neni znam algoritmus, ktery by vyfesil libovolnou
instanci této tlohy v polynomialnim ¢ase. Protoze prostor feseni ILP neni konvexni mnozina,
nelze prfimo aplikovat metody konvexni optimalizace.

8.3 Algoritmy pro celociselné linearni programovani
1. Vy¢tové metody (Enumerative Methods)

2. Metoda vétvi a mezi (Branch and Bound)

3. Metody sefnych nadrovin (Cutting Planes Methods)

8.3.1 Vyé&tové metody (Enumerative Methods)

Vypocet je zaloZen na prohledavéani oblasti zahrnujici vSechna p¥ipustné feseni (Vyzkou-
sim v8echna cela ¢isla v dané mnozing). Vzhledem k celo¢iselnému omezeni proménnych
je pocet téchto reSseni konecény, ale jejich pocet je extrémné vysoky. Proto je tato metoda
vhodné pouze pro malé problémy s omezenym poctem diskrétnich proménnych. Postup je
mozno zobecnit na tlohu MIP (mixed IP) tak, ze ke kazdé kombinaci diskrétnich proménnych
je vyTesena tiloha LP kde jsou diskrétni proménné povazovany za konstanty [4].
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8.3.2 Branch & Bound

Spocitame LP feSeni - pokud je vysledek celo¢iselny, accept. Jinak jednu z proménnych
zaokrouhlime doli a zkouméme piipad < zaokrouhleni a > zaokrouhleni. Znovu se spousti
LP pro mensi oblasti, dokud neni v8e celo¢iselné. Odiezavam nepiipustné reseni a horsi nez
zatim nejlepsi.

8.3.3 Metody se¢nych nadrovin (Cutting Planes Methods)

Dalsi skupinou algoritmi jsou metody se¢nych nadrovin (cutting plane methods), zalo-
zené podobné jako metoda vétvi a mez{ na opakovaném Feseni tilohy LP. Vypocet je provadén
iterativné tak, Ze v kazdém kroku je priddna dalsi omezujici podminka zuzujici oblast pfi-
pustnych feSeni. Kazdé nova omezujici podminka musi spliiovat tyto vlastnosti:

1. Optiméln{ FeSeni nalezené pomoci LP se stane nepiipustnym.

2. Zadné celocCiselné feSeni pripustné v predchozim kroku se nesmi stat nepfipustnym.

Nové omezeni spliwjici tyto vlastnosti je pfidano v kazdé iteraci. Vznikly ILP program
je vzdy znovu feSen jako tloha LP. Proces je opakovin, dokud neni nalezeno piipustné
celoc¢iselné feseni. Konvergence takovéhoto algoritmu potom zévisi na zpusobu piidavani
omezujicich podminek. Mezi nejznaméjsi metody patii Dantzigovi fezy (Dantzig cuts) a
Gomoryho Fezy (Gomory cuts) [4].

8.3.4 Formulace optimaliza¢nich a rozhodovacich problémit pomoci ILP.

2-partition problem Je n € ZT bankovek a jejich hodnoty p1,...,p,. Existuje takova
podmnozina bankovek .S, ktera rozdéli celkovou hodnotu bankovek na pual? Matematicky

zapsano S C {1,...,n}, kde > pi= > p;.

ies i€s
min 0
omezeni: Z xi-pi=0,5- Z Di
i€l.n i€l.n
parametry: nezZ panezt
proménné: Tiel.n € {0,1}

Ze slidua:
e nemovitosti
e trika a kalhoty

e big M
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8.4 Toky a rezy

Toky v siti, kde sit je pétice (G, 1, u, s, t), kde:

e (G je orientovany graf

[ je dolni omezeni hran
e v je horni omezeni hran

e s je zdroj a t spotiebic

Tok je takové ohodnoceni hran, kde pro kazdy vrchol plati Kirchhoffuv zékon: co tam
vtece taky vytece (a tok je v mezich (I, u)), kromé zdroje a spotiebice.

8.4.1 Ford-Fulkerson

Ford-Fulkerson hledd maximalni tok v siti. Zac¢nu libovolnym pfipustnym tokem a
postupné hledam zlepsujici se cesty. Kdyz takova cesta existuje, zvednu tok na té cesté. Kdyz
neexistuje, mame maximalni tok. Zvedani toku se déla tak, ze zvednu tok na hrané vpred a
snizim tok na hrané vzad o rozdil do (horni, dolni) kapacity cesty.

Jak najit zlepsujici se cestu: Na zacatku vSechny hrany oznac¢im FALSE, zdroj TRUE.
KdyZ najdu hranu TRUE — FALSE a jde navysit (hrana vpied) tak ozna¢im druhou také
TRUE. Kdyz najdu FALSE — TRUE a jde snizit (hrana vzad), tak ozna¢im prvni TRUE.

KdyZ naleznu spotiebi¢c TRUE méam zlepsujici cestu, tu navy$im a mohu zacit hledat
novou zlepsujici cestu.

Rez je mnoZina vrchold, ve které je zdroj ale neni spotie-
bi¢ Minimalni fez je fez s minimélni kapacitou, ktery oddéluje u
zdroj a spotiebic.
Spocita se Ford-Fulkensonem - vezmu TRUE vrcholy, 5,5 6,6
kdyZz uz nemuzeme najit zlepSujici se cestu. Se¢tu toky hran,
které mi znemoznili zlepSeni (tzn. ty které jsou nasycené, i 6,7 5,5
ty zpétné!). Kapacita Fezu je rovna velikosti maximéalniho O

toku. s t
T 1w ) e . 0,4
V prikladé na obriazku chceme najit minimélni fez. O ném 3,3 3,8

vime, Ze jeho vrcholy ziskdme pomoci znac¢kovaci metody Ford-

Fulkensona. Ta nejdiiv oznaci zdroj, pak oznac¢i vrchol v, pro- Q
toze jinam nemuze (vSude je nasyceno). Nésledné oznagi vrchol v
u a z ného dal jiz nelze jit (vSude je opét nasyceno). Tim jsou

uréeny vrcholy fezu ({s,v,u}).

Kapacita min. fezu je uréena jako soucet toku hran, které zabranili zlepSeni (a nevedou
uvnitt fezu). Tzn. hrana 6/6, 5/5, 0,4 a 3/3. Toky hran které ,odchazi“ se¢teme, a toky
zpétnych hran (které prichéazi) ode¢teme — 6 + 5 — 0 + 3 = 14. Kapacita fezu je rovna 14,
stejné tak jako hodnota maximélniho toku.
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Parovani je mnozina hran, kde zadné dvé nemaji spoleény vrchol. Nebo také rozdéleni
vrcholi na dvé skupiny kde uvnitf skupiny nejsou hrany. Pouziva se k pfifazovani lidi k
taskum. Jde pFfevést na toky nebo Madarskym algoritmem.

Tokama lze Tesit velké mnozstvi problémii:

e transport zasob
e zaokrouhlovani v excelu

e multiprocesorové rozvrhovani

8.5 Multi-komoditni toky

Tok, kde tece vic komodit. Resf se pomoci LP nebo ILP - nutné nadefinovat Kirchhoffiv
zékon pro kazdou komoditu.
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9 Nejkratsi cesty. Uloha obchodniho cestujiciho. Heuristiky a
aproximacni algoritmy. Metoda dynamického programovani.
Problém batohu. Pseudo-polynomialni algoritmy.

9.1 Problém nejkratsi cesty

Nejkratsi cesta je problém nalezeni nejkratsi cesty z  do y. V obecném grafu se zapornymi
cykly je to NP-tuplna dloha.

Bellmanova rovnice: Polynomiéln{ feSeni problému nejkratsich cest je zaloZeno na Bell-
manovu principu optimality, ktery fika, Zze pokud graf neobsahuje cyklus ziAporné délky,
tak pro kazdé t¥i vrcholy x, vy, z plati:

u(z,y) = min(u(z, 2) + a(z,y))
Y
Kde u(z,y) znadi délku cesty z vrcholu x do vrcholu y a a(z,y) zna¢i vzdalenost vrcholu
z od vrcholu y (tj. délku nejkratsi hrany, kteréd tyto vrcholy spojuje).
7 Bellmanovy rovnice jednoduse feceno vyplyva, Ze se kazda nejkratsi cesta sklada z
nejkratsich cest — tj. nejkratsi cesta [a, -+ ,x, - -, c| mezi uzly a a b obsahuje také nejkratsi
cestu mezi uzly a, x a x, c.

Polynomialni algoritmy pro nejkratsi cesty:

Dijkstra: O(F -logV) Funguje pokud nejsou zaporné hrany. Algoritmus mé uzly v
prioritni fronté podle vzdalenosti od zdroje. Na za¢atku zdroj 0, ostatni nekonecno. Vzdy
odebere uzel s nejmensi vzdalenosti a provede tzv. relaxaci - podiva se na vSechny sousedy
jesté ve fronté a ovéri, jestli se tam pres tento uzel nejde dostat rychleji. Pokud ano, sniZi pri-
oritu. Kdyz odebereme cilovy uzel, algoritmus kon¢i. Je dobré si zaznamenéavat piedchidce.

Bellman-Ford: O(E-V) Podobny Dijkstrovi, ale funguje pro hrany zaporné délky. Muze
také detekovat zaporny cyklus.

Zakladem Bellman-Fordova algoritmu je operace relaxace. Do této operace vstupuji dva
uzly a hrana, kterd mezi nimi vede. Pokud je vzdélenost zdrojového uzlu sectené s délkou
hrany mensi nez aktualni vzdéalenost cilového uzlu, tak se za predchudce cilového uzlu na
nejkratsi cesté oznaci zdrojovy uzel (a vzdélenost cilového uzlu se piepocitd). V pripadé
nesplnéni nerovnosti tato hrana cestu nezkracuje a neprovadi se proto zaddné zmény.

Délka cesty ze zdrojového do kazdého z cilovych uzla mize byt dlouhd maximalng |V|-
1 hran (protoze by jinak musela obsahovat cyklus). Proto pokud pustime operaci relaxace
na vSechny hrany grafu |V|-1 krat, tak jiz musi byt nalezeny vSechny nejkratsi cesty. Toto
ovérime jesté jednim spusténim relaxaci vSech hran. Pokud dojde k néjaké relaxaci, tak graf
obsahuje cyklus zaporné délky, pokud k relaxaci nedojde, algoritmus miize vratit vysledek.
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Floyd-Warshall: O(E?-V) Najde nejkratsi cesty od viech uzli ke viem, detekuje zaporné
cykly. Nejdfiv matice kdo s kym sousedi, iteruju £ = 1..n. Prochazim vSechny prvky a divam
se co protindm v k-tém Fadku a sloupci. Sectu ty prvky. KdyZ je sou¢et mensi, nahradim. P¥i
néhradéch je dobré vést matici pfedchtdct. Kdyz bude < 0 na diagonéle - zaporny cyklus.

Existence hamiltonovské kruznice Je neorientovany graf a mame rozhodnout, zda exis-
tuje HC (kruznice ktera navstivi kazdy vrchol pfesné jednou). Je to NP-tuplny problém.

9.2 Uloha obchodniho cestujiciho (TSP)

Problém je NP-tuplny a silné NP-obtizny, coz znamend, ze pokud plati P # N P, pak pro
problém obchodniho cestujiciho neexistuje zadny polynomiélni k-aproximacéni algoritmus
- neexistuje polynomiélni algoritmus, ktery by naSel libovolné feseni, které je nejhiife k-
nasobkem optimélniho feSeni.

Dukaz NP-hard: Redukci z existence Hamiltonovské kruznice.

Méjme neorientovany graf G, kde rozhodujeme jestli tam je hamiltonovska kruznice.
Vytvorime instanci TSP tak, Ze vytvoiime uplny graf K. Kazdy vrchol z G je pfifazen
jednomu vrcholu v K. Cena hran {i,j} v K je rovna:

. 1 pokud hrana {i,j} je v G
c<{m}>={ )

2 pokud hrana {i,j} neni v G

G méa hamiltonovskou kruznici préavé tehdy, kdyz optimalni feSeni TSP se rovna n. =
TSP je silné NP-hard.

9.2.1 Metricky obchodni cestujici

Variantou tohoto problému je problém metrického obchodniho cestujictho, ve kterém
vzdélenosti na grafu spliiuji trojuhelnikovou nerovnost. Toto zjednoduSeni odpovida vel-
kému mnozstvi redlnych problému (napf. hledani na mapé), a zarovein umoziuje konstrukei
aproximacnich algoritmi.

2-aproximacni algoritmus: Nalezne se kostra Kruskalem a vypiSe se prvni vyskyt uzla
pri prochéazeni do hloubky.

Algoritmus nejprve zkonstruuje minimalni kostru grafu. Z definice kostry plyne, Ze cena(kostra)
< cena(optimum) protoze kostra obsahuje |V| — 1 minimalnich hran, zatimco kruznice jich
obsahuje |V].

V druhém kroku projde algoritmus kostru z libovolného uzlu do hloubky a poznamené si
v8echny priichody pfes vrcholy - protoZe se jedné o priichod do hloubky, budou zde nékteré
uzly zpracovany vicekrat.

V poslednim kroku - zkréaceni cest - algoritmus tento seznam projde a vynecha vSechny
duplicity (zanech& pouze prvni vyskyty uzli). Timto dojde k vytvoreni samotné kruZnice.
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Obréazek 10: 2-aproximacni alg pro TSP: napt. A,B,D,E,C

3/2-aproximacni algoritmus (Christofidesav): Christofidesiv algoritmus fesi problém
metrického obchodniho cestujiciho tak, Ze je vysledné trasa v nejhorsim piipadé dlouha 3/2
délky trasy optiméalniho feSeni. Toto zlepseni je ovSem vykoupeno vyrazné obtiznéjsi imple-
mentaci, a zaroven se na reilnych datech ukazuje, Ze vysledek nen{ v primérném piipadé o
mnoho lep&i nez pfi pouziti 2-aproximacéniho algoritmu uvedeného vyse.

Christofidesiiv algoritmus nejprve zkonstruuje minimalni kostru grafu. Poté kostru
projde z libovolného uzlu do hloubky a vybere ty uzly, jez maji lichy stupen a zkon-
struuje na nich Gplny graf G. Na grafu G nalezne nejlevnéjsi perfektni parovani P.
Hrany z P piida do miniméalni kostry. Graf K U P je nyni eulerovsky (tzn. existuje v ném
tah, ktery obsahuje v8echny hrany grafu). Algoritmus nyni nalezne eulerovsky tah — vysledna
trasa odpovid& poradi prvnich navstév uzla pii konstrukeci tohoto tahu.

9.3 Batoh (Knapsack)

Problém batohu (Knapsack) fesi problém, které pfedméty dat do batohu tak, aby nebyla
prekrocena kapacita W a celkova cena C' byla maximé&lni.

2-aproximaéni alg O(n?) Predpokladem je, 7e kazdy z predméti ma nizsi vahu nez je
kapacita batohu W (téz3i muZeme vypustit). A soucet téchto vah je naopak vétsi nez kapacita
batohu (kdyby méli mensi nebo roven, tak jiz mame optimalni feSeni).

1. Sefadime sestupné predméty podle jejich poméru cena/vaha 5}—:
2. 7 takto sefazenych predmétii vezmeme nejmensi ¢ast predmétt h, kterd preleze pfes
J
kapacitu W, tzn. h = min{j € {1,...n}: > w; > W}
i=1

3. Nakonec se vezme lepsi ze dvou feseni {1,...,h — 1} nebo {h}

9.4 Dynamické programovani

Algoritmus, kde jsou udrzovany mezivysledky (néco jako cache na vysledky), které jsou
déle vyuzivany.
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Dynamické programovani na problém batohu Dynamické programovani mtze vytesit
pseudo-polynomiélné. Mam tabulku ¢islo rozhodnuti x vaha. Vzdy se vétvim na dva - pfidam
nebo nepiidam. Posunu se doli o 1 a vpravo kolik tim pfibyde vahy. Kdyz prekro¢im kapacitu,
ofez. Do poli¢ek zapisuju celkovou cenu. KdyZz uz na policku néco je, nahrazuji jenom mensi
cenu. Nejvic vpravo dole bude optimalni feseni.

z
X

0
(viw)
1
(3/3)
2
(5/6)
3
(3/4)
4
(11)

112(3(4|5|6|7(8|9(10]11|12

O oo | o0 |0 |o

W W W W
&

Obrazek 11: Batoh o kapacité 8 a pfedméty s vahami: [3, 6,4, 1], hodnotami (3,5, 3, 1]

9.5 Pseudo-polynomialni algoritmy

Pseudo-polynomialni algoritmy maji slozitost O(c-n), kde ¢ nezalezi na velikosti instance
(n) a muZe byt hodné velké, az exponencialni. Napf. algoritmus dynamického programovani
pro Knapsack.
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10 Rozvrhovani na jednom procesoru a na paralelnich proce-
sorech. Rozvrhovani projektu s ¢asovymi omezenimi. Pro-
gramovani s omezujicimi podminkami.

10.1 Rozvrhovani

Rozvhrovani obecné je pfifazeni tiloh zdrojim v ¢ase. Na vstupu je typicky mnozina tloh
k rozvrzeni, kazda z nich ma své parametry (délka zpracovani, termin dokonéeni apod.).
Dale jsou v problému zdroje (typicky néjaké stroje nebo lidska sila), ty jsou uréeny poctem
(kapacitou) a kazdy jednotka zdroje muze mit v ¢ase pfifazen max. jednu ulohu. Cilem je
rozvrhnout (pfiradit) v8echny tlohy v ¢ase pii dodrZeni vSech omezeni. Pfi¢emz rozvrh by
mél byt v néjakém smyslu optimélni - to urc¢uje kriterialni funkce (napf. minimélni délka
rozvrhu).

Neékteré parametry:

e release time r; - cas, kdy tlohu lze nejdiiv rozvrhnout
e process time p; - doba zpracovani

e due date d; - termin, kdy by tloha méla byt dokoncena
e deadline c@ - termin, kdy tloha musi byt dokoncena

e start Cas s;, cas dokonceni c;

e Cas ¢ekdni w; = s; — 1

e lateness L; - rozdil doby dokonceni od due datu ¢; — d;

e tardiness D; - zpozdéni = doba dokonéeni po due datu max{c; —d;,0}

| FJ » - I\_J *
W, p. Dj
7/,
7 T 7
‘ j
0 r S c d d t
] ] ]

Notace rozvrhovacich problému: «|3|y (pfiklad: 1|rj, dj|Cpmaz)
e « - popisuje zdroje, jejich pocet a typ (paralelni,uniformni, unrelated, job shop, atd)
e [ - popisuje omezeni jobu (precedence, preempce, due dates, deadlines, process times)

e 7 - popisuje kritérium rozvrhu - délka rozvrhu (C),4.), lateness, tardiness
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10.2 Rozvrhovani na jednom procesoru

Mnoho ,easy* problemu (l\prec\Cmax, 1|Crmaz, 1|75|Cmaa, 1]d |Cmaz) - jen sefadime
tlohy napf. podle d Kombinace 1|r;, d |Cmaz uZ neni tak jednoducha (NP-hard).

Bratleyiv B&B alg Resf 1|rj, d}|C’mm které je NP-hard. Klasicky branch&bound, kdyz
prekroc¢ime deadline, muZeme odFiznout i bratry. KdyZ narazime na FeSeni, zkusime test
optimality - mé prvni tloha nejmensi release time? Jestli jo, break jinak jedeme dAl.

(T T )/6

& (T, T, T)/5

5;09 ]
(TZ rT4rT31T1)/8 (-I:} 1T21T3 IT )/7
Test optimality - NO, r,>1 Test optimality - YES

Obréazek 12: Bratleyiv alg pro: r = [4,1,1,0],p = [2,1,2,2],d = [8,5,6, 4]

1lprec| > wC se tesi branch&bound s LP. Definujeme problém jako LP (rozhodovaci
proménna x;; = 1 iff tloha i je pfedchidce j), coz ndm da hodnotu zbylych tloh. Ofezavame,
pokud FesSeni + zbylé tlohy > dosud nejlepsi feSeni.

10.3 Rozvrhovani na paralelnich procesorech

McNaughton O(n) Resf Plpmtn|Cyaz. Spoitdm si Ce, jako maximum ze souctu ¢a-
sti/pocet procesorii a ¢asu nejdelsiho ukolu:

Crnaz = max{% Z;pi, max pi}
=

Nyni, kdyZ je jiz zndmé délka rozvrhu, mize algoritmus pfistoupit k samotnému plano-
vani. Algoritmus iteruje postupné pres vSechny tkoly a vypliuje matici od levého horniho
rohu po fadcich. Prvni tkol umisti do levého horniho rohu, druhy tkol tésné za néj a tak
dale. V okamziku, kdy se néktery z tkolu jiz nevejde cely na jeden tadek (zdroj), tak jej
algoritmus pferusi (necha na k-tém zdroji vykonat pouze koncovou ¢ast tkolu), a jeho prvni
¢ast rovrhne na zdroj nasledujici.
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o P2||Chuar NP-hard - lze ptevést z 2-partition problému.

e Plpmtn,r,d|Cpqs jde formulovat jako tlohu maximélniho toku: Udélam si intervaly
pro vSechny release timy a deadliny. Kazdy interval bude jeden vrchol. Kazda tloha
bude vrchol. Od zdroje k tlohdm budou mit hrany hodnotu doby trvani. Od tloh
do intervalovych vrcholi budou mit hrany kapacitu velikosti intervalu. Od vrcholu do
zdroje je kapacita velikost intervalu * pocet procesort.

List Scheduling (LS) P|prec|Cpa: Aproximaéni alg. Nejdiiv dam do listu ulohy bez
predchiidci. Postupné pfifazuju z listu na procesory a kdyz to nékde dobéhne, ddm tam
daldi a na konec listu dam nésledovniky té co dob&hnula. Aproximac¢ni faktor rpg = 2 — %
(R je pocet zdroju).

Longest processing time first (LPT) P||Cpu: VylepSeni pro LS v podobé vhod-
ného fazeni uloh. Funguje stejné jako LS ale fadim list podle processing timu. Aprox faktor
rLPT = % — ﬁ. Tento problém se da fesit jesté pomoci pseudopolynomialniho dynamického
programovani Rothkopf (R-rozmérné pole).

Rothkopf fesi dynamickym programovanim pseudopolynomialné P||{Cmax. Mam ta-
bulky ¢asti pro kazdy procesor, pocet rozméru stejné jako procesort a zapisuju tam vSechny
moznosti. Na konci minimalizuju rozdil ¢asi na jednotlivych procesorech.

Uroviiovy algoritmus P|pmtn, prec|Cpae  Tesi Plpmin, prec|Cpae v (n?). Nejdiiv ohod-
notim graf naslednosti trovnémi.

Algoritmus nejprve zkonstruuje graf zavislosti, v némz jsou tkoly vyjadfené pomoci uzli a
relace naslednosti pomoci orientovanych hran (hrana vede vzdy z piedka do naslednika). Déle
algoritmus ohodnoti v8echny uzly dle nasledujiciho schématu (S(x) zna¢i viechny nasledniky
uzlu x):

level(j) = max {level(s)} + py
s€5(7)

Uroveni se pocita jako délka zpracovani + maximalni uroveil z nasledniki. Proto to je
vhodné poditat zprava. Samotné rozvrhovani probiha v ¢asovych kvantech. Na kazdy zdroj
je umistén tkol s nejvyssi tirovni. Po obsazeni vSech zdroju je spusténo zpracovani tikold na
zdrojich na ¢asové kvantum 7', které odpovida ¢asu do zpracovini nejkratsiho z tkold. Po
vykonéni tohoto kvanta je zpracovany tkol odstranén a u Castené zpracovanych tkold je
snizena jejich troven o T (troven se sklada také z délky tkolu a ta je nyni kratsi). Na zdroje
jsou znovu umistény tkoly s nejvyssi arovni (jejichZ v8ichni predci jiz byli zpracovani), coz ale
nemusi byt nutné ty, které byly ¢asteéné zpracovany v minulé iteraci. Algoritmus terminuje
v okamziku zpracovani vSech tkolt.

10.4 Rozvrhovani projektu (Project scheduling)

Je scheduling s temporalnimi omezenimi. PS|temp|Cy,qe - NP-obtiZny problém. Tempo-
ralni omezeni jsou relace naslednosti s vahami na hranach. Kdyz vaha = p; predchozi, mizu
zacit kdyZ ta piedchozi skonci. KdyZ vaha > p;, musim ¢ekat. KdyZz 0 < vaha < p;, musim
zacit behem vykonavan{ na jiném procesoru. Resf se pomoci ILP - binarni nebo celoéiselna
formulace.
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T,/5/16

T,/4121

T, /5/8

Cas  2Zdroj1 Zdroj 2 Ty T2 T3 Ts Ts Te Tz Tg Tg Tip | Tia | Tiz | Ty3
0 T3 T2 3/12 | 2/18 | 4/21 | 19 | 5/16 | §/17 | 2/6 | 48 | 311 | 5/8 | 4/4 | 33 | 33
2 T3 Ty 3/12 2/19 | y9 | 5/16 | &/17 | 2/6 | 48 | 3f11 | 5/8 | 44 | 33 | 33
4 Tg Ts 1/10 Y9 | 5/16 | 6/17 | 2/6 | 48 | 311 | 5/8 | 44 | 33 | 33
9 Te Ty 1/10 19 1/12 | 2/6 | 4/8 | 3/11 | 58 | 4/4 | 33 | 313
10 To T4 1/9 2/6 | 4/8 | 3/11 | 5/8 | 4/4 | 3/3 | 33
11 Ty Tio 2/6 | 48 | 2/10 5/8 | 44 | 33 | 33
13 Tg T7 Tip 2/6 | 4/8 3/6 | 4/4 | 33 | 33
17 Tio Ti1 1/4 | 4/4 | 3/3 | 3/3
18 T11, T12: T13 3/3 | 3/3 | 3/3

22,5

Obrazek 13: Uroviiovy algoritmus

10.5 Programovani s omezujicimi podminkami (Constraint Programming)

Je podobny jako ILP, ale miuzeme definovat vic druht podminek (ILP jenom nerovnice,
CSP libovolné relace). Kromé omezeni se definuji domény pro kazdou proménnou - napf.
sudoku 1-9.

Postup: nejdiiv udélam dvodni propagaci - aplikuji podminky na obor hodnot. Potom
jedu b&b, postupné zkousim jednotlivé data a propaguji podminky. Az se dostanu k néjakému
feSeni. Hranova konzistence znamené, Ze hrana s danym fesenim spliiuje vSechna omezeni.

Jeden z algoritmii pro FeSeni je AC-3. Pfi AC3 si udrzujeme frontu hran, které je
potieba revidovat. Na zacatku jsou tam vSechny hrany a postupné je odebirdme. Pozor,
revizi néjaké hrany se muze znevalidnit uz validované hrana. Algoritmus béZzi, dokud nejsou
v8echny hrany konzistentni. Vzdy reviduju pfechody nejdiive v jednom sméru a pak v dru-
hém. pokud se mi zméni doména (odeberu ¢islo), tka musim opét dat do fronty tu hranu,
které se doména tyka.

(%4:%;) (%2:%3)

Obrazek 14: AC-3: x1 > x9, 22 7é T3, o +x3 > 4; D = {1,2,3},D2 = {1,2,3},D3 = {2,3}
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